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HAUPTAUFSÄTZE 


Allgemeine Lösung des ebenen ainsealalee für 


beliebiges isotropes oder anisotropes Fließgesetz. re 
Von H. Neuber in Dresden, 


Die sehen Lösungen des ebenen Plastizitätsproblems gelten nur für isotrope Stoffe mit geradlinigem 
Verlauf der M o hr schen Grenzkurve. Der Verfasser zeigt mit Hilfe einer sogenannten „‚Plastizitätsfläche“ 
(räumliche Darstellung der Fließbedingung in einem von den drei Szannungskomponenten gebildeten Ko- 

 ordinatensystem), daß die allgemeine Lösung für beliebiges Fließgeseiz durch ein einfaches Abbildungsver- Br 
fahren gegeben wird. Die Charakteristiken der A erscheinen. hierbei als 45°-.Bö- en: 
 schungslinien der Plastizitätsfläche. - AB N A 


The classic solutions of the problem of plame plasticity are confined 10 isotropic bodies with linear limit‘ 
curve of the plastic state with regard to Mohr. The author explains by means of a so-called ““plastieity 
.. surface’ (three-dimensional representation of the law of plane plastic flow in a system of coordinates formed 
by the three components of stress) that the general solution for any law of plastic flow is representable by a gra- ' 
phical method, which can be carried out in a very simple manner. Herein, the caracteristie curves of Ihe a 
tions of equilibrium are the lines of 45°-gradient on the plasticity surface. 


TER. Les solutions classiques du probleme de plasticite pläne n’ont && &tablies que pour des matieres isotropes 


A . avec une curve lineaire de l’ötat plastigue d’ apres Mohr. L’auteur montre al’aide d’une.« surface de plasti- 
er cite) (representation a trois dimensions de la loi plastigque pour un systeme des coordinates, formees par les 


E : trois composantes de tension), que la solution generale pour une loi plastique quelconque est representee par 
une methode geometrique simple. Ainsi les curves caracteristigues des equations de l’&quilibre sont formees 
par les curves du 45°-gradient de la surface de. plasticite. 


Kuacenyecroe pemenne INOCROh MPoÖHeMEL INACTAYHOCTn ACHCTBUTENBHO TONBKO IA Be 

H30Tpo1mof cpensi c npamonnHeänof rpanmnunoli kpusol Mopa za MIIACTAYECKOTO COCTOA- 

Hns. Ilpu momommm Tax HasbIBaeMOH ‚‚HOBePXHOCTU INIACTHYHOCTA‘‘ (TPEeXMePHOrO H30Öpa- 

IKeHUA YCHOBHA TERYYECTH B CHCTEMe KOOPAnHAT, O6pasyeMmofi TpeMmuA COCTABIIAOIHMH 

‘ HANPASKEHHOTO COCTOAHAA) ABTOP IIOKABBIBACT, YTO IPOÖNEMA INIACTHUHOCTH UIA O6OTO 

a YCHOBHA TEKYYECTH pelmaerTcH B OÖIeM Bune IIyTeMm IPocToro oToßpaskeunsa. Ilpr aTom 

xapakTepncTukaMmu ypaBHeHuf PaBHOoBecuA ABIMOTCHA JIMHuUH TpanuenTa TOREPXHOCTH 
IAI&CTHYHOCTH. 


1. Einführung. 

Der wissenschaftlichen Erforschung des Verhaltens fester Körper gegenüber Krafteinwir- 
kungen wird nicht nur vom physikalischen, sondern vor allem vom technischen Standpunkt aus 
‚große Bedeutung eingeräumt. Der bildsame oder plastische Zustand nimmt hierbei eine Sonder- 
stellung ein, da es sich um Probleme handelt, von deren Lösung man für die noch wenig er- 
forschte Bruchtheorie und damit für das noch fehlende Bindeglied zwischen Elastizitätstheorie 
und-Festigkeitslehre grundlegende Aufschlüsse erwartet. Daraus erklärt sich die überaus große 
Zahl der Untersuchungen, die auf diesem Gebiete von der Jarhundertwende bis heute durch- 
geführt wurden [1]*). 

A In der einen Gruppe dieser Untersuchungen wird das Problem mehr vom Standpunkt des 
-Physikers behandelt, wobei man der Beschreibung der Struktur der Materie und ihrer Verände- 
rung bei Einwirkung äußerer Kräfte das Hauptaugenmerk zuwandte. In der zweiten Gruppe, 
zu der auch vorliegende Arbeit gehört, ist der Standpunkt des Ingenieurs und damit der tech- 
nischen Mechanik vorherrschend. Infolge der unmittelbaren Bedeutung, welche der Frage der 
Bruchsicherheit von Bauteilen für die gesamte Technik zukommt, ist für den Ingenieur die Kennt- 
nis der für das Eintreten von Plastizierungen maßgeblichen äußeren Kräfte von besonderem 
Interesse; dadurch rückt die Frage der plastischen Spannungsverteilung in 
den Vordergrund der Problemstellung. 

Beim ebenen Plastizitätsproblem im Sinne der technischen Mechanik wird. die Forderung 
gestellt, die drei Komponenten des ebenen Spannungstensors mit Anpassung an die Rand- 
bedingungen so herzuleiten, daß die drei Grundgleichungen erfüllt sind: Diese bestehen aus den 
beiden Gleichgewichtsbedingungen und einer weiteren Beziehung, die als Fließgesetz oder Plasti- 


*) Siehe Schrifttumsverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
17: 


Ph N a, gr | 
E - [4 1 EN va BEN 8 nr ur Pet “nn 
> u ; 2 . Re een 
L) h . 7 RT N r 


f 


_ zitätsbedingung bezeichnet wird und für den Plastizierungsvorgang des. hetreffeuden 


Hauptspannungsrichtung). 


7 ea 
TEN OR 


954 Neuber, Allgemeine Lösung des ebenen Plastizität ns für bel. Fliehgesetz na RE. 0 Sept. 10a8 


maßgebend ist. | ET 
"Die Lösung dieser Aufgabe wurde seither nur für isotrope Stoffe und auch dort nur für 
einen linearen Verlauf der Mo hrschen Grenzkurve gefunden ( Schubspannungshypothese, Ar Er 
beiten von Trescaf2], St. Vernant[3, Mohr [4, Henky [3], Prandtl [6], Cararı 99 
theodory[7, Erhard Schmidt [7J, Nadai [8] u.a.). Im vorliegenden Bericht wird E 
die allgemeine Lösung für beliebiges Fließgesetz, und zwar sowohl für isotrope, als auch für 
anisotrope Stoffe angegeben. Hierbei wird der Satz bewiesen, daß die Charakteristiken der Grund- Bi 
gleichungen als Böschungslinien einer Fläche darstellbar sind, die durch den analytischen Aus- ar 
druck der Plastizitätsbedingung in’ geeigneten Koordinaten gegeben ist. Der Grundriß lieser © 
Fläche mit eingezeichneten Höhenlinien stellt ein Diagramm dar, das zur Darstellung der Eigen- 2 
schaften anisotrop-plastischer Stoffe geeignet ist und sowohl zur Charakterisierung der ebenen 
Plastizitätsbedingung, als auch zur graphisch-numerischen Behandlung von Spannungsvertei- 
lungsproblemen verwendet werden, kann. - 


2. Aufstellung der Grundgleichungen in kartesischen Koordinaten. 


Der ebene Spannungstensor besitzt in den kartesischen Koordinaten z, y die Komponenten 
0, 0,(Normalspannungen) und 7,, (Schubspannung), welche durch die Gleichgewichtsbedingungen 
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miteinander verknüpft sind. 

Beim plastischen Körper kommt als dritte Gleichung die Plastizitätsbedingung oder das 
Fließgesetz hinzu, eine Gleichung, welche allgemein aussagt, daß der Spannungszustand ein 
Grenzzustand ist und bei geringfügigem Anwachsen der Spannungen über diesen Grenzzustand 
hinaus ein Abgleiten einzelner Schichten erfolgt. Diese Bedingung stellt eine funktionale Be- . 
ziehung zwischen den drei Spannungskomponenten dar, und kann allgemein in der Form 


Fe ya) TOT en re (2) 


geschrieben werden, die sowohl für isotrope, als auch für anisotrope Stoffe Gültigkeit hat (im 
Falle der Isotropie gilt beim Übergang auf die Hauptspannungslinien Unabhängigkeit von der 


3. Übergang auf beliebige Koordinaten. 

Zur Erzielung einer möglichst einfachen Integration der Grundgleichungen ist der Über- 
gang auf ein spezielles Koordinatensystem zweckmäßig, in welchem die transformierten Grund- 
gleichungen nur noch Ableitungen nach einer der beiden Veränderlichen enthalten. Vorher seien 

zunächst die allgemeinen Beziehungen für den 

Übergang auf ein beliebiges Koordinaten- 

system angegeben, aus welchem dann im 

v nächsten Abschnitt die besonderen Eigen- 

(u: konst) schaften des gesuchten speziellen Systems 
hergeleitet werden sollen. 

Wird der Winkel zwischen der &- und 
u-Richtung mit a, bzw. der Winkel zwischen 
&- und v-Richtung mit &, bezeichnet (Bild 1) 
und sind A, und A, die Verzerrungsfaktoren, 
d.h. Aud, und A,d, Linienelementg, so gilt 
für deren Komponenten: 
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Bild 1. B>zeichnungen beim Übergang auf beliebige . (3). 
Koordinaten sowie auf die Hauptlinien. 1 29x 1 °y 
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Hieraus ergeben sich für die Differentiationsoperatoren — und Ne folgende Transformations- 
formeln: du dv 
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die einfache Gesetzmäßigkeit: 
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sr Teen für beliebiges Frielebseie. A 
De bisher. noch beliebig angenommene " Koordinatensystem u, v wird. ne in der 7 


Weise spezialisiert, daß sich im Sinne einer möglichst einfachen Integration in Gleichung (6) nur n 


mehr Ableitungen nach u vorfinden, während in Gleichung (7) nur mehr Ableitungen’ Be vaul- 
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Gl; 0) und (10) führen auf zwei verschiedene Beziehungen für, während Gl. (8) 8) und (11) 


zwei Beziehungen für «a, liefern. Daher muß sowohl die Koeffizientendeterminante der Gl. (9) 
und (10), als auch jene der Gl. (8) und (11) verschwinden, d.h. es gilt: 


ae 90, 90, er % ER | : 
| | SEHR = = (längs v— konst.) A N 
DZ. x I 
90, ee N Deren 

Sr" ur re =D (längs wkonst,) BEE TÄU GIF 
x Allgemein aulat demnach für jede der beiden Kurvenscharen 
- (do,) Er N Re Erd 

Infolge der Identität RE N na 
4.(do,) -(do,) = [d(o, + o,)?— [dl RA EN 


geht Gl. (14) nach Multiplikation mit 4 in a pythagoräische Beziehung 


.[4(o, +0)? = ld, — eo)? + a2) DIR TR ET (16) 


über. Diese gestattet eine einfache geometrische Deutung: 


 Trägt man in den Kooräinaten (0, +9) (0, — 0,) und (2 Tay) (Bild 3) die dem Fließ- 
gesetz entsprechenden Spannungswerte ein, so liegen dieselben auf einer Fläche, die im folgen- 
den als „‚Plastizitätsfläche“ gekennzeichnet wird. Auf der Plastizitätsfläche stellen auf Grund 
der Beziehung (16) die Linien «= konst. und » = konst. die 45°-Böschungslinien 
dar.. Für den Winkel &, oder a, bzw. allgemein & folgt aus Gl. (9) und (10), bzw. (8) und (11) 


do, 
= ED A 72 
\ \8 o dTzy 17 
bzw. 
do, 
re LI k 18 
eig & dr, (18) 
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| so daß.der Winkel (22) als W 


ae ee hie, | 


; der (0, — 0,)- r 

R Wird mittels der Beziehungen 
Bi ,t+%y=P» 0 : ee 
3 b 9, —0y=g00529, « IF ; 


27,,= gsin 29 


auf Zylinderkoordinaten 7, 9, (2 9) übergegangen, > A R 
Entapriät der Winkelgdem Winkel zwischen einer 
Hauptspannungsrichtung und der z-Achse (Bild 1), Kor e 
während p und g die Summe bzw. Differenz ders” Ken 
beiden Hauptspannungen angeben. Durch Diffe- 


N rentiation folgt hieraus: r u @ 
g d(o, +o0,)=dp, 2 - 

N d(o,—0,)—=c0os2p:dg—2gsin2pdp,! (ll. 
3 d(27,,) =sin29:dq+2gcos2pdp r 

i Aus der zweiten und dritten dieser a Pu 

3 : - N ibt sich mit Bezug auf Gleichung (19) längs der 

1 ‚ Bild 2. Ermittlung des Tangentenwinkels «. ir ParSHRE» ET EN Ra tr: 

i u 2q 2qdp 3 
Er. Pen | 
Be; ale, cos 29 —sin29 de FE ES > Ne; 

EEE EIER FI; =ctg(20) .. - 
er sin2p-+cos2p a 
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Andererseits liefert die Addition der beiden, längs der Linien & = konst. bzw. v = konst. 
BET Gleichungen (17) und (18) in Verbindung mit den Gleichungen (21): 


Mach), 2 Re a (24). 
Aa) sin2pdq—+2gcos?2pdp sin2« 
Hieraus folgt mit Rücksicht auf Gleichung (23): 
sin2adp= [sin2p9-+cos29 tg2(a—p)ldg .:.. 2... (25), 
woraus nach dem Additionstheorem | 
dq=tos2(a =p) dp. 2: nn Wr 2 = (26) ° 
hervorgeht. Zugleich ergibt sich mit Bezug auf Gleichung (23): 
| A) 9) = sin2(e — pl dp rn. Bee (27). 


Wird noch entsprechend Bild 1 für den Winkel der u- bzw. v-Richtung mit der Hauptspannungs- 
richtung die Bezeichnung ß, bzw. ß, oder allgemein ß eingeführt, so erhält man schließlich: 


dq = cos (2) Hei VEN... 08 
14(29) =sin (2ß).dp |] En 


Dieser Sachverhalt ist in Bild 3 an Hand der en. eines Linienelementes auf die drei 


Richtungen p, g, (2 9) ersichtlich. Durch Quadrieren folgt aus den Gleichungen (28) wieder eine 
pythagoräische Beziehung: 


(dsl + RTRdo a ee 489) 


n ı | B 
=konst. und v»—= konst. mit den 45“ Böschungs 

ammenfallen. Die Zusammen- z 
hänge sind im Bild3 an Hand I RL ai ie TEnE EDEN 7 1R 
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SET Integration ist ln 
ER auf folgendes een 
=: zurückgeführt: : 


er, Wird zur ae. 


zer, (30 
au, =Nn ER ) 


& gesetzt, so wird entsprechend 
den abgeleiteten Zusammenhängen 
die &, 4-Ebene auf die &, 7-Ebene. 
in der Weise abgebildet, daß die 
-4,v-Linien der z, y-Ebene in die 
auf die &,n-Ebene projizierten 
zZ 45°-Böschungslinien der Plasti- 
# zitätsfläche übergehen, welche ein 
& 
£R 
r 
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eindeutiges Bild der x, y-Ebene 
und‘ ihres Spannungszustandes 
vermitteln. 


Für die Abbildung gilt fol- 
.gende Regel [mit Bezug auf Glei- 

chung (3) und Gleichung (19) !]: 
Der Tangentenwin- 


Bild 3. el! einer anisosropen Plastizitä®sfläche in axonometrischer 


er rrkel an -eine Linie: %r Darstellung. ; 

ee konst. bzw. v-konst. in ; Be 

e; der 5%Y-Ebene ist gleich dem halben Tangentenwinkel an eine - ro 
Linie v-konst. bzw. u-konst. im entsprechenden PR lee ra 
Ebene. 


2 Es findet mithin eine Halbierung und Ve rtausc hung der Tangentenwinkel Re 
Pr statt. 2a 
a Für die aa des Abbildungsverfahrens ist die Grundrißebene der Pre $ 
fläche, also die &, 7-Ebene besonders geeignet, da sich die Böschungslinien in einfacher Weire se 
an Hand der Höhenlinien p = konst, konstruieren lassen. | | RE 
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N eassah ee Stabes von konstantem Querschnitt Sr re 4 7: 
. gramm en. Seine Anwendung zur Berechnung der Bigenschwi enschwingungszahlen 

. gern und von Rahmen, deren Felder die obigen Bedingungen eu wird gezeigt und a 


A diagram is given for the computation of the natural 'requencies Jor a bar of constant 
load that is immovably fixed but elastie ally c He at both ends, T’he application ’of the dic 
putation of the natural frequencies for continuous beams, and ne age are saliefying he DR 
ditions is shown, and explained by examples. = 


" D’auteur donne un diagramme pour le calcul des PS RR Br Barre de section et ie 
constantes qui est fixde aux deux bouts d’une maniöre immuable mais ölastique. Le diagramme est. 
‚au calcul des frequences naturelles de poutres ei de cudres remplissant les ere ERERDIREE 
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V’auteur explique le diagramme en donnant des exemples. BE ee: % ‘ 
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1. Einleitun g. Vom Verfasser wurde seinerzeit!) ein Diagramm mitgeteilt, das die’ 
Grundschwingungszahlen beiderseits elastisch eingespannter Stäbe von festem Querschnitte auf 
unverschieblichen Stützen zu ermitteln gestattet und somit auch jene von durchlaufenden Trä- 
gern, die sich aus so gearteten Feldern zusammensetzen lassen. Da unter bestimmten Umständen. 
auch die Oberschwingungen für die Beurteilung eines Trägers von Bedeutung sein können — so 
liegt die erste Oberschwingungszahl des im Beispiel 1 betrachteten. Trägers nur um 10%, höher 
als jene der Grundschwingung —, wird hier eine Darstellung zur Bestimmung der Grund- sowie 
der ersten bis dritten Oberschwingungszahlen solcher Felder gegeben. 

Es soll daher die allgemein gültige Beziehung zwischen der Eigenschwingungszahl und a 
beiden Einspannungsgraden eines Stabfeldes dadurch dargestellt werden, daß diese drei Größen 
durch geeignete dimensionslose Werte ausgedrückt werden, zwischen denen ein Diagramm den 
Zusammenhang vermittelt. Weiter werden die zwischen diesen Werten für zwei verschiedene 
und insbesondere für aufeinanderfolgende Felder eines durchlaufenden Trägers geltenden Bezie- 
hungen abgeleitet und auf den Fall von Rahmen mit unverschieblicher Knotenfigur erweitert. 
Für letzteren Fall werden noch Angaben über die näherungsweise Berücksichtigung der hierzu 
beachtenden Längskräfte gemacht. Der in übersichtlicher Tabellenform gebrachte Rechenvor- 
gang wird an Hand von zwei Zahlenbeispielen erläutert. 


2.Das-beiderseits elastisch eingespannte Stabferd. Die Betrach- 
tungen beschränken sich zunächst auf ein Feld eines durchlaufenden Trägers; ihre Erweiterung 


"auf die Stäbe einer Rahmenfigur wird in Ziffer 4 vorgenommen werden. Schneiden wir das i-te ' 


Feld des Trägers gemäß Bild 1 durch Schnitte über den Stützen #— 1 und i heraus, so müssen 


Bild1. Biegelinie des schwingenden Br 


wir zur Aufrechterhaltung der elastischen Verhältnisse die an En Schnittstellen tätigen Biegungs- 


momente ;M, und ;M, als äußere Belastung anbringen. Sie sollen den Verdrehungswinkeln da- 
selbst propertionk sein und durch 


Rt. EI i r 4 E I; | 
iM, = 1. N RE A und MM, = - —— Ra in. TEN EURE (1) 
i 0 
!) Ww.Mudrak, Zur Ermittlung der Grundschwingungszahle n von durcehlaufenden Tıögcır, Irg.-A 7 Sse).8 - 
selbst auch weitere Literaturangabı n über Sondertällt (Zwiitiletniges RK Ficceıtefe T., Brenn Et ar reiteidr 


träger: W.Kaufmann, Z. angew. Math. Mech. 2 (1922) 8. 34 und nomographische Lösungen (allgeemiir:D Smith: Engeneering 


oem 25), 3. 808; für symmetrische Dreifeldträger: W. Prager, Ing.-Arch. 3 (1932) 8.298 und dasin Fußnote 2) genannte Buch, 
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N mit gais Bräbeschleunigung, Ihre Lösung ist durch. 
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eingeführt, um eine kurze Schreibweise zu erreichen und den Charakter der Gleichung besser 


| erkennen zu können. 2 und S sind von F. W. Waltking berechnete und im Buche von 


B U 
Hohenemser und Prager?) veröffentlichte Frequenzfunktionen. 
Die Gleichung (7) zwischen den Einspannmaßen ;K,, ;K, und dem Parameter 


Ey ML RR Ra BER 


wird durch das Diagramm Bild 2 wiedergegeben. An seinem oberen und unteren Rande ver- 


laufen zwei gleiche nach A bezifferte Leitern; zwischen ihnen zwei nach K bezifferte sich schnei- 
dende Kurvenscharen. Eine geradlinige Verbindung zweier mit demselben A-Wert versehenen 


“Punkte wird durch die K-Scharen derart geschnitten, daß auf ihr zwei projektive K-Skalen ent- 


stehen, die so zueinander liegen, daß jene Punkte zusammenfallen, deren K-Werte gemäß (7) 
zusammengehören. Durch passende Wahl der Konstanten für diese Skalen wurden die Doppel- 
wurzeln (X, = K,) von (7) jeweils an den oberen oder unteren Rand des Diagramms gebracht. 
Dadurch ergänzen sich die Kurven der beiden Scharen derart, daß die mit einem bestimmten 


Wert K versehene Linie der einen Schar stets am Rande von der gleichbezeichneten Kurve 


der anderen Schar abgelöst wird und mit ihr zusammen einen durch das ganze Diagramm laufen- 
den ziekzackartigen Zug bildet. Jeder Wert von XK tritt daher auf der Ablesegeraden A senk- 
recht zur A-Achse nur je einmal auf und gestattet dort die Ablesung des zugehörigen K für das 
andere Stabende. 


Sind die beiden Einspanngrade unmittelbar gegeben, so braucht. man nur die damit be- 
zifferten K-Kurven miteinander zum Schnitt zu bringen und durch den so bestimmten Punkt 
die Ablesegerade senkrecht zum oberen bzw. unteren Rand des Diagramms zu legen; sie muß 
an beiden Leitern dieselbe Ablesung geben. So folgt für den einerseits gelenkig gelagerten, auf 
der anderen Seite aber eingespannten Stab mit K, = 0, K, = » durch Schnitt der zugehörigen 


») K. Hohenemser und W. Prager, Dynamik der Stabwerke, Berlin 1933. 
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Bild 2. Diagramm für Gleichung (7). 


Kurven ein 49 = 3,927. Wenn wir die Linien aber weiter verfolgen, so sehen wir, daß sie an 
den Rändern des Diagramms ‚„‚gespiegelt“ werden und sich alsdann bei 4) — 7,07 nochmals 
schneiden. Weitere Schnittpunkte liegen bei 42 — 10,21 und 49 = 13,36. Durch diese Lö- 
sungen sind auch die ersten drei Oberschwingungen des Trägers gefunden; ihre Ordnung ist durch 
die als eingeklammerter Exponent beigefügte Zahl angeführt, die zugleich die Zahl der Knoten- 
punkte angibt, die im Feld auftreten. Um einen Überblick über die mittels des Diagramms er- 
hältlichen Lösungen zu haben, ist es in Bild 3 schematisch dargestellt. Darin ist nur die Linie 
K = eingetragen, die, abwechselnd der einen oder der anderen Schar zugehörend, sich zu einem 
zickzackförmigen Zug zusammenschließt, der die ganze Diagrammfläche in einzelne Felder 
unterteilt, die mit den Ziffern 0 bis 4 versehen sind. Diese Ziffern geben die Zahl der jeweils 
bei dieser Lösung im betreffenden Stabfeld entstehenden Schwingungsknoten und somit die 
Ordnungszahl der Oberschwingung an (0 bedeutet die Grundschwingung). Die auf der Grenz- 
kurve K = @ selbst gefundenen Lösungen werden jeweils noch dem angrenzenden Diagramm- 


A——— symmetrische Schwingungsformen 


antimelrısche Schwingungsformen 


Bild 3. Schema des Diagramms, 


feld zugewiesen, das die kleinere Ordnungszahl trägt. Wie ersichtlich, gehören die auf den Be- 
randungslinien liegenden Lösungen mit paarweise gleichen Einspanngraden auf dem oberen 


Rande den symmetrischen, auf dem unteren Rande den antimetrischen Schwingungs- 
formen zu. 


3. Anwendung des Diagramms. Um das Diagramm zur Untersuchung von 
durchlaufenden Trägern verwenden zu können, müssen wir nur noch die Beziehungen aufstellen. 
die zwischen den A-Werten aller Felder bestehen müssen und jene zwischen den K-Werten be- 
nachbarter Felder an den Zwischenstützen, ‚Die erste fließt aus der Bedingung, daß sämtliche 
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WERTIEIDEN. Net %: 
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o mit derselben sekundlichen Schwingzahl 


{ B nk el 8 am \; % En % 2 re Th RS we ee re Aa 5 (10) B | 
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we tolgt, worin die mit dem Zeiger k\versehenen Größen die eines beliebig gewählten Bezugsleldes 


bedeuten. Die Forderung der Stetigkeit der Biegelinie über den Zwischenstützen führt wegen 


..der paarweisen Gleichheit der Stützenmomente dortselbst zu der Beziehung zwischen den be- 
_ zogenen Einspanngraden ae | | ? 


1 


+ ıli 
I; Iırı 


Aa N LE Se BR» 


Praktisch wird das Diagramm wie folgt benutzt: Nach Annahme bzw. Schätzung ee A-Wertes 


für ein Feld folgen aus (11) jene für alle anderen. Da beispielsweise am linken Ende des durch- 


laufenden Trägers die Endeinspannung bekannt ist, folgt aus dem Diagramm mit dem A,-Wert 
für das Endfeld der ‚K,-Wert für die erste Innenstütze und aus (12) jener „A, für dieselbe Stelle, 


aber auf das zweite Feld bezogen. Für dieses gibt wieder das Diagramm die nächste Größe von 
„K,usw. So kann man, von einem Ende des Trägers beginnend, durch abwechselnde Benutzung 
des Rechenbildes und der Gl. (12) bis zum anderen Ende fortschreiten, dessen Einspanngrad 


wieder festliegt. War die ursprünglich angenommene’ Eigenschwingzahl richtig gewählt, so muß 
die aus der Rechnung folgende Einspannung mit der vorgegebenen übereinstimmen. Sonst ist 
der Rechnungsgang mit entsprechend abgeänderten A-Werten zu wiederholen. Besser ist es 


jedoch, von den. beiden Trägerenden auszugehen und über einer Innenstütze den Zusammen- 
schluß, d.h. die Übereinstimmung der Einspanngrade, herzustellen. Indem bei Betrachtung 
jedes Feldes die jeweilige Knotenzahl beachtet wird, läßt sich sofort aus der Summe der in allen 


Feldern auftretenden Knotenpunkten die Ordnung der so gefundenen Eigenschwingungszahl 
feststellen. Zweckmäßig wird der Rechnungsgang in Tabellenform festgehalten, wie dies aus den 


Zahlenbeispielen zu ersehen ist. 


Rahmentragwerke. Unter der Voraussetzung, daß sich bei der betrachteten 
Schwingung die Knotenpunkte einer Rahmenfigur nicht verschieben, kann das Diagramm auch 
zur Berechnung der Eigenschwingungszahlen von ein- oder mehrgeschossigen Rahmen verwendet 
werden. Diese Bedingung ist bekanntlich entweder dann erfüllt, wenn durch die Art der Ab- 
stützung des Stabwerkes eine Bewegung der Knotenfigur verhindert wird oder wenn es sich um 
eine symmetrische Schwingungsform eines in allen Punkten hinsichtlich der Maße, Steifigkeiten 
und Massen bzw. Belastungen symmetrischen Rahmens handelt. Da in diesem Fall in einem 
biegungssteifen Knotenpunkt mehr als zwei Stäbe zusammentreffen, deren Anschlußmomente. 
bei gleichem Verdrehungswinkel im Gleichgewicht stehen müssen, ist dort die Gleichung (12) 
zu ersetzen durch die allgemeinere Bedingung i 


Tin 


Die Summe ist über alle Stäbe des Knotens zu erstrecken. 


Eine weitere, aber in praktischen Fällen wenig ausschlaggebende Änderung besteht darin, 
daß in den Rahmenstäben (Stielen) durch die Belastung Längskräfte auftreten, die die Eigen- 
schwingungszahl etwas beeinflussen. Man kann diese Kräfte jedoch dadurch näherungsweise 
berücksichtigen, daß man sich jene Steifigkeit ABI errechnet, bei der dieser Stab unter der vor- 
gegebenen Last gerade die Eulersche Knickgrenze erreicht, und diesen Wert von AEI im 
Falle von Druckkräften von der tatsächlichen Steifigkeit abzieht, bei Zugkräften jedoch ihr 
hinzufügt. Da meist die’ Masse dieser Stiele selbst sehr klein ist gegenüber jener der Riegel und 


der mit diesen schwingenden Decken und deren Nutzlasten, liegt das ). der Stiele praktisch beim 


Werte Null. Man kann daher, wie es auch im Beispiel 2 durchgeführt wurde, sofort die den je- 
weiligen Fußeinspannungen entsprechenden K-Werte für den Stielkopf entnehmen und ein für 
allemal in die weitere Rechnung einführen. 


4.Zahlenbeispiele. Essollen die ersten Eigenschwingungszahlen des in Bild 4 dar- 
gestellten durchlaufenden Trägers bestimmt werden, Das Trägheitsmoment aller Felder ist 
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T = 50.000 cm*, E = 2100 000 kg/em®. Die durch (11) und (12) erklärten Werte c und & 


1, EI RE 
G = 1,00, =: = 0200, = 5. 0.833, mu \ \ 
| I B ER 

u Bee 3 a Kant) 42, g 
Aus der ersten Annahme A, = 4,20 folgen A, = 1,036 und A, = 3,50. Aus den Endeinspannungen 
‚Kı = © und ;K, — 0 der Endfelder ergeben sich mittels des Diagramms ‚K, = 0,78 und 3Kı 
= 1,05, und weiter durch Umrechnung mit den zugehörigen &-Werten ‚K, = —.0,26 und 


- Ka = —0,42. Dagegen liefert das Diagramm für das zweite Feld mit ‚K, und 2, ein 
Ka = — 0,67. Der Unterschied von 0,25 läßt erkennen, daß der geschätzte Wert von A, nöch zu 


klein war. Ein weiterer Versuch mit A, = 4,40 gibt bereits A= — 0,81, ein dritter mit ), = 4,30 
ein A = — 0,07. Der ganze Rechnungsvorgang ist in Tabelle 1 über3ichtlich dargestellt. Prak- 
tisch wird die endgültige Lösung durch Auftragen von A als Funktion von A, gefunden (Bild 5). 
In der Tabelle ist dieser Wert nochmals zur Kontrolle un- 
tersucht worden und ergab, praktisch A=0. In dieser 
Zeile wurden auch jenen K-Werten, die sich aus der Ab- 
lesung im Diagramm ergaben, in hochgestellten Klammern 
die jeweiligen Knotenzahlen beigefügt, hier also stets 0. Eine 
entsprechende Durchrechnung zur Feststellung der ersten 
Oberschwingungszahl ist in den nächsten Zeilen veranschau- 
licht und läßt erkennen, daß diese zwischen A, = 4,49 und 
4,50 liegen muß. Der erste Schwingungsknoten tritt hier also 


Bild 4. Beispiell. Bild 5. Zeichnerische Einschaltung. 


m Mittelfeld auf. Dagegen ergibt die Suche nach der zweiten Oberschwingungszahl, daß als- 
dann in den beiden Endfeldern je ein Knoten auftreten muß. In der Tafel ist nur die Zeile 
mit der endgültigen Lösung A, = 7,42 wiedergegeben. Die aus den A, nach (10) errechneten 
sekundlichen Schwingungszahlen betragen 11,85, 13,0 und 35,6. 


Tatel.L. 
RE Du —o | 00,0. Be ER ER 
A, }, Ay ıKa eK, RK; JaN .K; sKı 
4,20 1,036 3,50 +0,78 —0,26 0,67 +0,25 —0,42 | +1,05 
4,40 1,085 3,667 +2,00 —0,67 —0,23 —0,81 —1,04 +2,60 
4,30 1,060 3,583 +1,30 0,43 0,55 —0,07 0,62 +1,55 
4,28 1,055 3,565 +1,23(0) —0,41 —0,56(%) ) —0,56 +1,40(9) 
4,50 1,110 3,75 +4,00 1,38 —1,67 0235 | —1%2 +4,8 
4,49 ‚1,106 3,74 +3,80(0) —1,26 —1,96%) +0,16 | —180 +4,50) 
I 
7,42 1,829 6,183 +2,164) —0,73 +0,12(%) 0 +0,12 —0,29:% 


Als weiteres Beispiel soll der in Bild 6 dargestellte Rahmen mit unverschieblicher Knoten- 
figur behandelt werden. Die Stiele haben ein /, = 25.000 cm#, der Riegel über alle Felder durch- 


=80'm 


1111. 


Bild 6, Beispiel 2, 
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WERTET EN 


I. 
de Er 


Er , = 100 000 cm In Ole dr Belastung EEE in den Sti en Drüuckk 
etwa. 40r. bzw. 384, denen ein I = 310 em“ bzw. 660 cm& entspricht, um die Knicklas 


B iR ‚Eule r darzustellen. Die wirksamen Trägheitsmomente der Stiele sind daher nur Rn 
ae  I1=24690 cm? bzw. 1, = 24 340 cm. STE LDRR RE 
E er Stiele unten eingespannt bzw. ‚gelenkig gelagert sind, ist ihr Einspanngrad für d 


Kopf mit? = (0 aus dem Diagramm ,K, = — 1,00 bzw. sr en) TER wir alle Masse 
- auf jenen des Mittelfeldes A, zurück, so gilt i 


FRE ROY) BIER 
Er = =0,17, a1, -.: ee 


während, wie schon oben bemerkt und N für die Stiele mit}2=0 gerechnet wird. Die 
. Berechnung ist, ausgehend von > willkürlich angenommenen Wert = = 7,00, in A a: DN 


_ dargestellt. ER ERNTE | 
. ar 3 r 
= 4 }z hy ıKa 2Kı .K RE, „Ki | Ra er 
4,95 7,00 Ah a 5 2,48 1,80 | 1152 | 0,65 | 0,30. ; 
, 4,88 6,90 . 3,66 —2,08 258 | 100 1. _0.28 0,723.21:20,38° 
4,86 i 6,87 3.64, 1 2,123 2.621,70, 703 1; +0,04 0, 0,74 2 370 


In allgemeinen ist der Vorgang wie beim el Beispiel, nur hat die Be-- 
„rechnung von ‚A, und ,K5 jetzt nach (13) zu erfolgen. Zum Beispiel folgt aus „K,—= — 1,98 die 


m für die Stäbe 1 und 4 zu — 1.214690 _1,98-100000 __., 930 ad hieraus 


I 30930-8,00 | 4,00 8,00 
N ne er, 100000 —+-2,48. Interpolation zwischen den beiden letzten Zeilen läßt eine 


Lösung bei etwa A, —= 6,877 erwarten. Da hierbei im Feld 1 und 2je ein Buosnpr une auftritt, 
handelt es sich um die zweite Oberschwingung. 


Zusammenfassung: Mit Hilfe eines Diagrammes und weniger Formeln läßt sich 
die Frage nach den Grund- und Oberschwingungen von ebenen Stabwerken mit unverschieb- 
licher Knotenfigur, deren Stäbe zwischen den Knoten einerlei Querschnitt und Massebelegung 
haben, in übersichtlicher Aufschreibung schnell und sicher erledigen. 
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Die Momentbelastung des Halbraumes. u 
Von Gerh. Sonntag in Vohburg (Donau). | | Z. 


Ausgehend von den bekannten Lösungen der Belastung des Halbraumes durch eine Normal- bzw. Tangen- 
tialkraft wird die strenge Lösung abgeleitet für folgende Moment-Belastungen: Der Momentvektor liegt I. in = 
der Begrenzungsebene, und II. normal zur Begrenzungsebene des Halbraumes. s 


Proceeding from the well-known solutions of the load of a semi-infinite body caused by a perpendicular 
respectively a tangential force, it is possible to derive Ihe exact solution: 1.) for the bending moment, the mo- 
mental vector is to be found in ihe plane, and 2.) for the twisting moment, its vector is perpendicular to the 
plane limiting the semi-infinite body. 

Partant des solutions connues de la charge d’un corps demi-infini, causee par une force en 

. respectivement tangentielle du plan limitant, on dörive la solution exacte pour les charges des moments. Le 
_vwecteur repr&sentatif du moment se trouve: 1°) dans le plan, 2°) a la perpendiculaire du plan limitant le corps 
demi-infini. 


Mcxona us NM3BecTHEIX pelmeHHä 1A TONYIPoCTpaHcTBa, HATPY%KeHHOTO HOPMANBHOH 
HAIH KacaTelbH li cocpegoToyeHHOoH CU.IOH, BEIBONUTSA CTPoroe pemieHue AA cIEAYIOILHX 
cAyyaeB HATPy3KUH MOM>2HTAMH: ]) WarHÖamımUM MIM2HTOM, BEKTOP KOTOPOTO JIe:KuT B 
TpaHuyHoi IIOCKOCTH MH 2) KPyTamaMm MOMeHTOM, BeKTOP KOTOPOTO HATPABIeH HepIIeHAH- 
EyJIAPHO K IPAHHYHOH ILIOCKOCTH. 


Einleitung. 

Unter dem Halbraum verstehen wir einen Körper von sehr großer Ausdehnung, “der auf 
einer Seite durch eine Ebene begrenzt ist, die wir uns horizontal gerichtet denken wollen. In 
einem kleinen Teile, ungefähr in der Mitte dieser Begrenzungsfläche soll der Körper eine Belastung 

- tragen; von äußeren Kräften greifen sonst nur noch die Auflagerkräfte an dem Körper an, 


” 
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die an den sehr weit von der Angriffsstelle der Belastung entfernten und auch selbst sehr weit 
ausgedehnten Stützflächen auf ihn übertragen werden. S 

An Grundlösungen ist anscheinend nur der Spannungs- und Formänderungszustand infolge 
einer Einzellast normal zur Begrenzungsebene, der von Boussinesq [1]!) gefunden wurde, 


und weiter der einer Einzellast in der Begrenzungsebene des Halbraumes [2] bekannt?). In dieser 


Arbeit soll nun der Spannungszustand bei einer Momentbelastung des Halbraumes aufgesucht 
werden 3). 

Es gibt zwei Möglichkeiten, den Halbraum durch ein Moment zu belasten. Im ersten Fall 
liegt der Momentenvektor in der Begrenzungsebene des Halbraumes, im zweiten Fall steht 
auf ihr senkrecht. Beide Spannungszustände sollen hier ermittelt werden. _ 


I. Der Momentenvektor liegt in der Begrenzungsebene des Halbraumes. 

Es soll der Spannungszustand bei Momentbelastung nach Bild 1 ermittelt werden. Der 
Momentenvektor liegt im Koordinatenanfangspunkt eines rechtwinkligen &, %, z- Koordinaten- 
M systems, dessen %,2-Ebene Begrenzungsebene des Halb- 
LA raumes ist, in Richtung der positiven z-Achse. 


X 
Bild 1. Bild 2a. s Bild 2b, 
I. Mom:ntbelastung des Halbraumes. Normalbelastung des Halbraumes. 


Für eine Einzellast senkrecht zur Begrenzungsebene des Halbraumes (Bild 2a) lautet der 
Spannungszustand nach Boussinesq [1] (m ist die Poissonsche Konstante, = Jz? + r?) 


an 
A a 
FE 4 ar  m—2 1 | 
Mi = | u> m ulc-u) 
w P en 1 we A 1). 
a ua tu) wW 
3P ar 
REERR NN. 


Wird zu der Einzellast P eine gleich große, entgegengesetzt gerichtete Last P im Abstand & 
auf der y-Achse hinzugefügt, so erzeugt dieses Kräftepaar ein Moment P-e=-+-M und der 
Spannungszustand folgt aus der Überlagerung der aus beiden Lasten folgenden Spannungen 
(Bild 2b). 
Werden nun die Lasten immer näher aneinander gerückt und gleichzeitig so vergrößert, 
daß der Wert Pe konstant bleibt, und macht man den Grenzübergang lim P-e=-+M, so 
Dee 
.e—o0 
folgen die Spannungen durch partielle Differentiation der Spannungen der Gl. (1) nach y[3]. 
Dieser Gedankengang soll am Beispiel o, gezeigt werden. Die aus beiden Lasten +P und —P 
resultierende Spannung o,,,, folgt aus \ 


Izıa, IE WE Or (2,98, 2) en Ogres “ 
!) Die Zahlen beziehen sich auf die Literaturangabe am Ende der Arbeit. 
2) Wie vom Verfasser nachträglich festgestellt wurde, ließe sich die Momentbelastung des Halbraumes auch auf- 
en als Sonderfall: I. des Hohlkegels unter Momentbelastung seiner Spitze (H. Neuber: Forschung a. G. Ing. 
es. Bd. 14 [1934] 8.203) und II. der tordierten konischen Welle (©: B. Biezeno u. R. Grammel: T - 
mik 8. 304, Springer, Berlin 1939). * ’ Be 


®) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. phil. L. Föppl, dem ich hieımit 
mz>inen verbindlichsten Dank ausspreche, 
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Es gilt bekanntlich 


BR E ey 90, 

lim (8, 9,2) (2, y—e. 2) = 5 

e>0 } E %Y 
und damit 

! 00 

lim 0,,, = 

RER. °Y 
Wird weiter lim P'e=M gesetzt, so ist mit y=r-cosy und 2=r:siny nach einfacher 
e—0o 


Ausrechnung der gesuchte. Spannungszustand für eine Momentbelastung nach Bild 1 bestimmt: 


a er 1 nes er a Turn 


Mg 
0, = ah r cos y 
Sn ei © ea en 
SA E SET Be 2 Lue)|" DL 
a | 
Te er En 
M is BEN a RES a Nee $ 
Ge, 15 Bi er cos y 
- | % an ) : 
Fee a N (2 + u)? u? mens 


BIRTE 
= +3, zsiny 


Pr 


Die Spannungen gelten unter Ausschluß der unmittelbaren Umgebung des Angriffspunktes des 
Momentes, wie es bei allen durch Einzellast hervorgerufenen Spannungszuständen der Fall ist. 


Bild 3. Spannungen an einem: Element in Zylinderkoordinaten. 


Da es sich nicht mehr um-einen achsensymmetrischen Spannungszustand handelt, treten 
zu den Spannungen. o,, 0,, 0, und 7,, noch zwei weitere Schubspannungen r,; und 7z; hinzu. 


FE WARE 


Sie sind in Gl. er dee Rachel halber Eu mit En worden ı nd 
gezeigt, wie sie aus den Gleichgewichtsbedingungen am Element ermittelt w 


R: gewicht an einem kleinen Element rdyp-dr-da liest man aus ER. 3 ab: a, Sat ICH 
E) Ba air, Me | | He, % ni: 
4 E = ein —=( j . ” u! » “ q . e, wi (3). er 
m) 0° R \ ” A IE: q ” u 


7, wird aus der ersten der Gl. (3) Hetit, Br Er nach Gl. (2) bekannten en % 
und %2 eingesetzt werden: 


Re 90 Ir T,.) 
Be: | =-|[r5 »® | -+3,, Zain. 
A In gleicher Weise bestimmt sich 7,, aus der zweiten der Gl. (3):+ 
2 Sn (ro 
Ter - [+ ve RED 37 a 
Be: nach einfacher Rechnung zu 
DI 8 - 432 En 2u+z )Ir-sin 
i N m \2-+-u)?u® ” 
Zur Kontrolle kann man sich überzeugen, daß auch die dritte der Gl. (3) befriedigt ist. 
Damit ist der Spannungszustand eindeutig bestimmt und nur der Vollständigkeit 
halber soll noch das Gleichgewicht an einem oo, langen Zylinderschnitt um die z-Achse 
untersucht werden. Das Moment der am Zylindermantel angreifenden Spannungen T,,; Tyı 


und % muß Gleichgewicht halten mit dem auf der ge eingeleiteten Moment. 


I Bu u nz 


M+af [We ri oos ydyda ho, r2c0s ydyda— 7, rasin ydyda] =0. 


y=0 z=0 j 
‘Nach Einsetzen der Spannungen nach Gl. (2) und Ausführung der Integration über y, folgt: 
=. 
M / 2° 7° M 2r? 
z=0 


Setzt man die obere Grenze = ein und beachtet die Beziehung u = Yz?-+r, so wird der 
‘Ausdruck in der Klammer zu Null, da der Nenner von höherem Grade & wird als der Zähler, 
Für «=0 wird uv=r, und es folgt - 


Fa M+S1-2=0 w.z.b. w. 


Es ist damit nachgewiesen, daß es sich tatsächlich um den gesuchten Spannungszustand für 
Momentbelastung nach Bild I handelt und es soll abschließend nur noch die Lösung nach GI. (2) 
diskutiert werden. 

Für einen volumenbeständigen Körper wird die Poissonsche Konstante 5 und da- 
mit fallen die mit m behafteten Glieder fort, so daß die Tangentialspannung o, verschwindet 
und die Formeln für die übrigen Spannungen sehr vereinfacht werden. Für Gummi trifft dieser 
Sonderfall in guter Annäherung zu. In dieser Form lauten die Spannungen als Funktion von 


u,yp und y: ie 
%=5, sin @ cos? p cos y 
Mı1 sin2@ 
MN Er 2 
# 5, m 9 15 cos? 9) 5 cosyp 
MN 
ee Peer: 15sinp —3)costdeosp A... ne (4). 
M 3 a29'. 
Te N 


3 { 
= May Te Pr: cos? psiny 


FR Ben ATI E NEA Sie al du a ARE 


ei 


RR : 


Bild 4. Spannungen in. Schnitten y: =0 (Sromekgierehinttt) und y- = z für ei Ababäpde u 
vom Momentenangriffspunkt als Funktion vom Winkel g. m= 2. 


Alle Spannungen nehmen. mit der dritten Potenz des Abstandes « ab, und ändern sich # 


auf einem Kreis um die x-Achse r =const mit cos y oder siny. Firry=0ist u =0und 


T,t = 0, wie es aus Symmetriegründen auch zu erwarten war. Die Spannungen I 0, und T,, 


haben hier ihre Höchstwerte, die bei allen drei Spannungen mit wachzendeit 17) im Becken u = 


Verhältnis, abnehmen und für y => zu Null ae 


Gi 2 2 dagegen nehmen von y—=0 bis y= Eh im Der Verhältnis zu und erreichen 


bei 9-7 ihren Höchstwert, also an der Stelle wo alle anderen Spannungen verschwinden. 


Die Winkel , an denen die peut ein Maximum oder Minimum haben, sind aus 
Tafel 1 ersichtlich. 


Tafel l. 

Die verschwindet hat einen Höchstwert ( v2 Kern 
Spannung für für von der Größe nu? 

6 u 

’E7 = £ 90° Piz I 2 ’ 

„ BIP. m =FA1H 

2 9=+%0° P=+655° 0 =+4'2,42 

5 9=+2386 |Pp = +21’ 7, = + 4:2,06 

g 9=+W gy= 0 Tr = — A: 3,00 

m BZ ige 9-44 me= 4410 

Tıt 9=+W |9= 0 Tut = + 43,00 


Bemerkenswert ist, daß beim Fortschreiten in Richtung der x-Achse auf einer Graden 
parallel zur z-Achse zuerst die Radialspannung o, und dann die Schubspannung 7,, ihr Vor- 


‚zeichen wechseln; o, verschwindet ungefähr an’ der Stelle wo r,, ihr Maximum hat. ‘Direkt 


unter dem Angriffspunkt des Momentes, also für r = 0 bzw. 9 = 0 werden nur Schubspannungen 
übertragen von der maximalen Größe 7.) g=0° = wre 
v=0° Tu 
‘Für diese Lösung der Beanspruchung des Halbraumes durch ein Moment ist praktische 
Bedeutung in der Erdbaumechanik zu erwarten. Es soll hier nur auf eine Arbeit von F. Vogt: 
Über die Berechnung der Fundamentdeformation, Oslo 1925, hingewiesen werden. 


IH. Der Melonvekinr steht normal auf der Begrenzungsebene. 


Jetzt wollen wir uns der zweiten Art einer Momentbelastung des unendlichen Halbraumes 
zuwenden, bei der der Momentenvektor senkrecht auf der Begrenzungsebene steht nach Bild 5 


# 


| Bit e. A Yörensirketung de Halbraumon. 


en 1(- en: IERBRRRERTIE 


Kr DR (etw 


leer al 


| ee ( yet de Eh 


TEN lu u? u (c-+u) £ 

= x r 2 \ e - 
je 4 =0:3 1 =e3 mit -— En. 
BR Fe er% 
£ Wie im ersten Fall wird zur Einzellast Q eine gleich große, entgegengesetzt BER Kraft —Q = 
+ im Abstand e auf der positiven z-Achse hinzugefügt. Nach Ausführung An 
R Q—> x 2—0 folgt durch partielle Differentiation der Gl. (5) nach z ein pn a ie nach a 
2 Gl. (6): | 
00 uk Yz | m—2 PER c+3u ,° a & Tzen) SR 
= re = — —— —— Yin 
7, e 15 Pr) +7 En 35 3 re or, (tu In k; 
und ı - Yan yzı m—2 - 2+3u EN 

a ee ers. an rm (+08 = 
| RE Er Ki Rn 
" (2 +9)? (a TE } . 

90, „m y% 3 
’ zı 7 Sr = 1: Bu 
OT 478 et er; 
Tiyaı er Fr I 157 +3%+ (6). B: 
| 1 . ra E 
Ir Mm ua tu? "Wat u)? Yr w(z-+ u) Bu AR 

y?23-2 Bi x +2u )) | 
Fa@tuas er sr { FR! 
oT zy2? © | = 

Ualı 7 F 7, E15 Der = +3 = 

T xy?2 
Ma uns, re 15 n 


SE Re 
FR 


17 % 2 Ü 


Para 
y 


.‘ 
en. 


mi # n 
; un. > N sin y cos Yy Sn, Katy sin! 1 5 
A Traı = Tyz), 005 p + 7a sinyp RR 
U =— Tya), sin y Area, cosp 


Te Runen geben noch nicht den Spannungszustand für die nd Kometen 
an, es ist dazu noch erforderlich, unendlich viele Kräftepaare im Koordinatenanfangspunkt zu 
1 "überlagern, die jeweils um einen kleinen Bun dy zueinander verdreht sind. Die gesuchte 
aopannnng folgt dann aus 


5.5 ER ER me | ; Er A na 7 
er losen I 0 1 PM IEEN, 
a, 9 ee re 0,dy; © > 0,49;. 0, = == (0,0 
ne ee ET Be 0 | , 0 TEEN 
3% 5 e; Ei re % J > r - } 53 3 E% . ” z { ö a 2 ae (8). 
at z Br PN 1 : ld “ a tr Bet x 
Pe DE : Tr: | Tr, dp; I , Urzı dp; Tz 28 Tun. dv 
BT re 0. ’ 367.-0 0 i 


Nach Einsetzen der GI. (6) in die Gl. A e Durchführung der Integration nach G]. (8) folgt - 
ohne Schwierigkeit 3; "I 


6, —=0; ng a A BR Ei AN Bi: 
EN; RR = Er 3 r2 
Be . j ER 0% Tr = e E% u 


H: - a: 


B Das gleiche Ergebnis ergibt sich, wenn an Stelle der Integration nach Gl. (8) dem Spannungs- 
Br zustand nach Gl. (7) ein gleicher um y = 90° verdrehter Spannungszustand überlagert wird [3]. 
Br?” Zur Kontrolle soll noch das Gleichgewicht an einem kleinen Element nach Gl]. (3) unter- 
sucht werden. Es muß die Gleichung 


: 9 (r Te) 
Pr er or 


r) 
+rZE +7: =0 


- erfüllt sein, Eau man rzeue} sich ch daß dies für die soeben gefundenen Spannungen Tr 
und 7, zutrifft. 

Um die Konstante c zu bestimmen, mit der beide Schubspannungen behaftet sind, stellen 
wir die Gleichgewichtsbedingung auf für einen unendlich langen Zylinderschnitt um die 
x-Achse. Das Moment der in der Schnittfläche liegenden Spannungen, hier nur die Schub- 
spannungen r,; und 7,,, muß Gleichgewicht halten mit dem in ger Begrenzungsebene ein- 
geleiteten Drehmoment. 


co 2 e 
Bi | wu [merizap=o 
% z=0 7=0 } 
E Be, M - > ; 
f daraus folgt die Konstante ce = Saat 3 Der Spannungszustand ist also durch die beiden 


u Schubspannungen 7, und r,, vollkommen bestimmt. Es ist bemerkenswert, daß in diesem Fall 
Be die, Poissonsche Konstante m ‘nicht auftritt, der Spannungszustand also vom Werkstoff 
Ei: unabhängig ist, wenn es sich nur um einen homogenen Werkstoff handelt, 
| M 3 sin? M 3sin2p \ 


2 MH ; en gt DR: 0 4 @ Bi, 


In Bild 7 wurde: diese Spannungsverteilung als Funktion von g dimensionslos dargestellt. 
Beide Spannungen nehmen mit der dritten Potenz des Abstandes u ab. r,, erreicht 
an der Oberfläche der Begrenzungsebene, also für 9—=%0° ihren Höchstwert von der 
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2 


0 30 


—n BE 
f Bild 7. Spannungen für gleiche Abstände u vom Momentenzentrum als de ze vom Winkelg Fi 
(= 2 = Oberfläche des Halbraumes). | 


Beim Bohren wird dieser Spannungszustand in Überlagerung mit dem Spannungszustand 
für eine Einzellast normal zur Begrenzungsebene angenähert zu erwarten sein. 


E Ge: Literaturverzeiehnis. 
[1] A. u. L. Föppl: „‚Drang und Zwang“, eine höhere Festigkeitslehrefür Ingenieure. 3. Aufl,, Bd. 2, S. 198ff. 
R. Oldenbourg, München 1944. RS R s Se 
[2] F. Vogt: Über die Berechnung der Fundamentaldeformation, 8.21. Oslo 1925. RR 
[3] Love-Timpe: Lehrbuch der Elastizität. Teubner, Leipzig 1907. 


Ein neues Verfahren zur Konstruktion von Trajektorien in 
Strömungsfeldern. E 
Von Hans Ertel in Berlin. { 2.77 


B- Die punktweise Konstruktion der Trajektorie einer zur Zeit t=0 in einem vorgegebenen Punkt (X, X, X) 

& des Strömungsfeldes eintreffenden Flüssigkeütspartikel erfordert die Bestimmung der Koordinaten (@,, @s, @5) 

Be. dieser Flüssigkeitspartikel zu einer früheren Zeit = —r. Es wird analytisch ein Gleichungssystem zur 

ya Bestimmung kleiner Koordinatendifferenzen X; — ai(i = 1:2, 3) abgeleitet, dessen Lösung durch ein 

z sukzegsives Approwimationsverfahren erfolgt, das sich in eine graphische Methode zur punktiweisen Trajek- RT 
torienkonstruktion übertragen läßt. N 2 

; The point for point construction of the Irajeclory relating to a partiele of fluid that is arriving at Ihe lime 

I=0 atagiven point (X, X,, X,) ofthe field of flow requires the determination of the coordinates (a,, @, Q,) 

- of the particle.at a former time L=.—r. Analytically, a system of equations is derived for the determination 

“ of little coordinate differences Ai — ai (i = 1,2,3). The system is soluted by a method of successive appro- 

ximalions transformable into a graphical method for the point for point construction of the trajectory. Bee 

FR Pour construire point par point la trajectoire d’une parlicle de liquide arrivant & un tempst= 0 a un 2. 

point (X ,,X,,X,) du champ d’£coulement, on doit döterminer les coordindes de cette particle pour un temps 

precödent 1 = —r. Par analyse on derive un syst&me d’öqualions pour la determination des petites diffe- 

E/ rences de coordinees X;— ai(i = 1, 2,3). On.arrive & rösoudre un syst&me d’öquations par une methode 

Br d’approwimalions successives qu’on peul transformer en une methode graphique servant ü consiruire point 

par point la Irajecloire. j 


Iocrpoenne OT TOyRH 10 TOYEU TPACKTOPHM YACTUNBL IKHAKOCTH, IIPHÖBIBAIMINeI KO 
ppemenn 1 = oB Aannyıo Toyuky (X,,X,,X,) NoToRa, Tpeöyer onpeneneHnnd KOOPAHHATEL 
(@j, 45,05) HTOK YACTUNEI 3KMNKOCTU B NpenmectByminee Bpema !=—r,. Amasnutnyecku 
BbIBONUTCH CHCTEMA YPaBHeHuK ua OUPexenenns HEOGONBINHX PasuHocTeii KoopamHar Xi — a; 
(= 1,2,3). YTa cmcTeMa ypaBHennä PemaeTcH MeTONOM NOCHENOBATEILHHX HPHÖNMKEHHIL, 


KOTOpbIÜ MOSKET ÖBITb IIPeOÖpasoBan B TPaduyeckHä MeToA HOCTPOeHHA TPAeKTOPHH OT TOyKH 
no TOYEH. 


I. Analytische Entwicklung eines Gleiehungssystems zur Bestimmung kleiner Koordinaten- 

differenzen zweier Punkte einer Trajektorie. 
Es sei 5 (@=1,2,3) ein orthogonales kartesisches Koordinatensystem und P, ein fixer 
no Punkt mit den Koordinaten X;  =1,2,3) in einem nichtstationären Strömungsfeld. Eine 
zur Zeitt=0in P,eintreffende Flüssigkeitspartikel möge zur früheren Zeit 2=— reinen Punkt ? 


; mit, den en 


g, 


= ‚verstanden. Aus Ben, Gleichungen @ bis ( 8 folgt: 


vr . = * 
IR \i gi? 


. %. e > 


SE 2 SR 3% ER Et : a R re Eu; 0% ) (2 SER a) - — wi (2 ES 2 y u 5 te je? 


BEE = a 9, 3). Wir ch voraus, daß Je der Talckreien dr Systems 0) für ein kleines Zei In & 


intervall rer <0 die % in Er Kr a la PTR PR UN, 
ET ERNF N 7 E) ifo. N ER ERENT, Be BR ES) BerS 
der. Geschwindigkeitskomponenten de Parlikelbewegung von e; nach P, zu ı ersetzen sind, ‚so er 
daß ‚das ‚System ' AR VE HER 4 
En 3 ; { e | SR ar Zn a %) = vi (%ı, %y ut) PERS San) Ri (6): ; ar 
zu iintegrierenist:: I a ER TR RN RE REN 
h) ns ur s . \ “ 
= [u {0 “ste & de vo RL (7). 
«= . Für t=0 wird = X, und setzen wir i \ 
' RR Ber RE NL EN ME 
für die Koordinatendifferenzen der Punkte P und P,, so wird 
n= | ER 90 ra A u NE a SE 
woraus wir nach einer Taylor- Entwicklung des Integranden um den Raum-Zeit- Punkt 
En In X,, t=0 unter Beschränkung auf Terme 1. Ordnung erhalten: 
RR | \ ( An 
ER n=ri—, > Vest) Ks Ko Xu Vrnnnne (0 
Be oder mit Rücksicht auf (5) und (8): | 
3 ME 1/? d 2) Na 
TR Rei a 09: 5 A re Es PR 
‘ wobei X X, X, t=0 nach vollzogenen Differentiationen einzusetzen sind. Das System (11) BL 
stellt ein lineares inhomogenes Gleichungssystem zur Bestimmung der r; @=1,2,5) dar; a 
9, m e 
wegen der Schwierigkeit einer sicheren Messung der Ableitungen > und a ‘ fassen wir zweck- ; 
mäßiger die rechte Seite von (11) als Taylor-Entwicklung des Ausdrucks R / 
ip > X h ; Ei J N ni : 7 
ke ; ln. Hann). Rn . (12) 
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‘u N Se ak Shomieie‘ zu den Zeiten tt =- 

RE en, Ausdrucks. Rd KON KERE VE 

| e - m a A ne RN y 
SR das Stromfeld zur Zeit = — r/2 bekannt ist. Auf die 


0° stische Bedeutung zukommt, gehe ich an anderer Stelle (Lit. 1; ie 
Be: wir die BR (12), ale zusammen at Sa das ie System 


.r=(r, 1,73), 
, T == (X, Xy X, 
= (d, 9% 9), 
nl#-% 7) kürzer 


| = {0@0) Her, —n} 


geschrieben werden kann. Ist r aus (16) . (14) berech- 
net, so ergibt bei" vorgegebenem Endp P, des Dif- 
ferenzvektors r der Anfangspunkt desselben den zur Zeil 


> | 4 
STERNE { t = — r durchlaufenen Punkt P der Trajektorie 7’ PP, 

| | | (Bild 1). = 
Bi. II. Bestimmung kleiner Koordinatendifferenzen zweier Punkte einer Trajektorie dureh 


sukzessive Approximation; Konvergenzuntersuchung. 


Wir untersuchen, unter welcher Bedingung man eine Lösung r des SYALERE (16) ee (14) 
durch eine konwergente Vektorfolge ® (n=0,1,2,3,...) mit 


Le Rd BR LEN ER ARTEN Er RO (17) 


no 
erhalten kann, wobei sich die r’” durch sukzessive Approximation aus den Gleichungen 
x / 
r()) — 0, 
U) zb 0) +HH@-u—y}, 


{uf 0) HE —ı®d, —N } 


id) — — SER SB AR u ee (18) 


im) — Zi v.(W,0) Hp (t — gina, —N)h 


... idee car, 


ergeben sollen. Setzen wir 


\ 


rm = tl) — m), 0, 2 RR (19) 
so soll nach (17) die Reihe 


= an N N VER RR EN Se Pi ee (20) 
mit den Komponenten 
ee Bi a N ER (21) 


EN 


x 


7% konvergiert,, was nach Ey Cauchyschen Quotientenkriterium für er le at na 


er ER A = Gr 5 * we Er Are örm) FR ia Pte , 3 ee n BE 
sa Br \ x Se we te BR, De N dr ° << Te Don “ ® si A = ie or SA x Mi DEE Ke 2 i 23 
der Fall ist. Andererseits Toigt aus (18) u (19): ER CE Ye: Er i Re 


a1, 2 3: ) mit den an h " Bu ;;* Be : 
e (W=uli, nr), woraus | 


| resultiert. Der Vergleich von (26) mit, (23) seht dann die Konvergenzbedingung 


das Approximationsverfahren konvergiert also für ein um so größeres Zeitintervall — st <(, 


Be IE E FED Sa fon 
h "Y Es 
A 


DE URIRURESIERE an der Erdoberfläche ist z.B. 


ET NL ee Sa 


‚sei as Stromfeld von der Art, daß das Verfahren für r=1 
wir den Vektor »(t,0) (Bild 2) und bilden nach (18) 


le =) +, —n)} 


und der dortige Geschwindigkeitsvektor P,B, =), 


w 5 “ ’ $ > En > | x 12 Zi om Er er an er a ee = & m RI, 4 a “ wu 


i ey, s 
k- x (FA AU ERALFLE 4 A Ta 


oem L(dur-D grad)» Ne a N 


gr V=— — dr! 0-0 Jorad u: cos (Br, grad "): RE 


ee (grad A 


Der Nenner auf der rechten Seite ist ein Maß für die Inhomogenität des Stromfeldes 
%=v (14, %%, %,t) zur Zeit = —r'in der Umgebung des Punktes = (X, X, X,), und 


je geringer die Inhomogenität des Stromfeldes ist. Für a ee (&,, &,) atmosphärische 


P] 0) 
—=a =] Se a EN 
magn | grad v, | = magn | grad v, | = 10° sec ne | Igrad P = -] 
ed daher das Konvergenz- -Zeitintervall von. ‚der Größenordnung eines Tages. Be 
— HI. Graphische Methode der punktweisen Tasrehtoefenkondtrnktion. Ex. 
Die Aufgabe, vom vorgegebenen Endpunkt P,(t=0) ausgehend den vorher zur Zeit > 
t= —r durchlaufenen Punkt P der Trajektorie zu Anrlehn. kann olteR der RER aN ED ER 
gleichungen (18) graphisch folgendermaßen gelöst werden: ya 
Gegeben sei das Stromfeld in der Umgebung des Punk- AR: 2) Er 
tes P, zur Zeit t=—r, also das Feld v (z,, 2, 2, —T), Br 7 


so daß für jeden Feldpunkt Richtung und Absolutbetrag 738 
der, Geschwindigkeit bekannt sind. Der Einfachheit halber la BR 


konvergiere, anderenfalls ist in den folgenden Ausführungen 
überall v durch tb zu ersetzen. In dieses Feld übertragen. 


für T —1 


(= P,4A,), indem wir P, mit der Mitte der Verbindungs- 
linie der Endpunkte der Vektoren v (t, 0) und dv (t, —r) 
verbinden. Rückwärtsverschiebung dieses Vektors r() um 
seinen Absolutbetrag führt auf den Punkt ?,(=t—ı), 


— 7), durch Parallelverschiebung in die Lage P,B; gebracht, 
liefert analog die zweite Näherung, , 


=) HE, N} 


a 


ua? 
gi 


Se 


ER 


ren 


a en D 7 = - 
Er 


, 


9), die Jurch Rü ee 


EN s 


RER, a er 


5 liefert. Pa Ay); de Aue der ‚Jorvige, ern, u rec 
 mungsgenauigkeit mit: np (E —ı), —r er 
f a und P, der gesuchte, zur Zeit t=—r durchlaufene Trajktriepun m „ An 
ist das Verfahren bis zu einem Punkt P, fortzusetzen, dessen Ta ne tanchhalb 
. genauigkeit mit dem Nachbarpunkt Pu zusammenfällt. 


überein, so ist 


"Die Konvergenz des V | 


drückt sich bei dieser graphischen Methode sehr anschaulich dadurch aus, dab ie Anfangspu er i 


EEE ER A 


der. Vektoren 1, ı2,1®,,.. x m 
‚ Vektors r eh x(w) immer enger einschließen. 


den one a 


ba x fr 


Die Trajektorie zwischen den Punkten P 1 Po ist EuRee ik Kurve sehen d 


) Tangentenrichtung i in P mit 


zur Zeit = —r undin P, mit der Richtung 


wel. Bild 1) übereinstimmt (Lit. [2]). “ 
0 Ohne analytische Begründung, lediglich Auf Grndid elementarer hat I. 12 
George (Lit.[3]) ein Verfahren zur. graphischen Trajektorienkonstruktion. vorgeschlagen, viel: 
welches in Untersuchungen amerikanischer Meteorologen bereits Anwendung En hat Fi 
(Lit. [4]) De das ge unserer Bezeichnungsweise) auf der Formel 


x N ee Hrn, —n} 


r 


TR Doruhk, die Sa aber als 2. Näherung unserer Approximationsgleichungen (18) für den Fall 
einer in P, stationären Strömung vd (0) =b(t, —r) auffassen läßt: 


= {9 , 0) + —d)}=ro(t0), 


= FALLE Em, —9}, 


so daß die Geo 1ge sche Konstruktion einen Spezialfall des hier entwickelten Verfahrens darstellt. | 
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[2] ©. Tietjens: Hydro- und Äromechanik nach Vorlesungen von L. Prandil, I. Bd., S. 67f. Berlin 1929. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Zwei Hilfssätze aus der Kombinatorik. 

Im folgenden werden zwei Formeln der Kombina- 
torik mitgeteilt, die nicht bekannt zu sein scheinen, 
aber für die Behandlung einiger Fragen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und mathematischen Statistik 
von, Nutzen sind. Beispiele dafür sind u.a. Unter- 
suchungen über Iterationen (Folgen gleicher Merkmale) 
in einer Beobachtungsfolge und solche Anwendungen, 
für die man sich das Modell eines Rencontrespiels 
machen kann. Weitere Hinweise folgen am Schluß. 

I. Gegeben ist eine Strecke, die in n gleiche Teile 
geteilt ist. Die Kinteilungspunkte seien unterscheidbar 
und mit 0,1,2,..., n bezeichnet. Auf wievielfache 
Weise kann man k nicht unterscheidbare, / Einheiten 
lange Strecken so auf die gegebene Strecke verteilen, 
daß die Endpunkte jeder der k verteilten Strecken mit 
Einteilungspunkten zusammenfallen und keine Über- 
deckungen stattfinden (l ganzzahlig)? Die gesuchte 
Anzahl sei 8)”. 


II. Glgeban ist ein Kreis, dessen Umfang in n gleiche 
Teile geteilt ist. Die Binteilungspunkte seien unter- 
scheidbar und mit 1,2,3,...,n bezeichnet. Auf wie- 
vielfache Weise kann man k nicht unterscheidbare, 
} Einheiten lange Kreisbögen vom gleichen Radius 


wie der gegebene Kreis so auf diesen verteilen, daß- 


die Endpunkte jedes der %k verteilten Kreisbögen mit 


Einteilungspunkten zusammenfallen und keine Über- 
deckungen stattfinden (l 'ganzzahlig)? Die gesuchte 
Anzahl sei Zi”. 


Zum Beweis der Formel I sei a, bereits bekannt. 


Man erhält dann alle möglichen Aooriina von 
k Strecken, indem man eine Strecke auf [n—l...n] 
legt und die anderen (k—1) Strecken auf [O.. .n— 


verteilt as Möglichkeiten), indem man ferner die 


k-te Strecke auf [an —I—1...n —1] legt und die 
anderen (k— 1) Strecken auf [0.. n» —I— 1] verteilt 


(ser Möglichkeiten), usw. 80 ergibt sich 


sm = - SD a .+ 80 n 

und daraus die partielle Differenzengleichung 
(n n—1) an 
SS Ve, 


Als Randbedingungen darf man wählen 
SM=1L' tr  Rn=0L2..., 
und 


sm für ee mit 


kt ed de 


ichnu Er 


7 


„3 * Auahoeau dere, RE 


hatte R. v. Mises gezeigt, daß Iterationen von hin- 


Bei geeigneter Definition. der Binominalsahlen. ist 


s 


RE für ao, RR ee 


a IRRE EM von 2m läßt sich leicht a die DE 
” Br mErlcklühren: = ist “N 


Bene man RR ee ein. eeetegusinch En ; 
l-fache Weise so legen, daß [n...1] bedeckt ist, und 


die übrigen (k—1) Bogenstücke auf SP fache Weise 
auf den restlichen » — Einheiten u Bogen ver- 


‘teilen oder kann [»... 1] unbedeckt lassen und die 


# En k-Bogenstücke auf SU fache Weise auf den rest- 
„lichen. (r —]): Einheiten langen Bogen verteilen. 


In einer in dieser Zeitschrift (Bd. 1[1921], 298—307) 
erschienenen Arbeit „Das Problem der ‘Iterationen“ 


'reichender Länge „seltene‘‘ Ereignisse im Sinne der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung sind, ihre Anzahl also 
dem Poissonschen Verteilungsgesetz folgt. Die dort 


eingeführte Zahl 2, entspricht dem hier eingeführten 
. ZU), wenn v gleich k gesetzt wird. Die Abschätzung der, 


Größe 2, wird entbehrlich, da nunmehr ein expliziter 


Arge bekannt ist. Überdies ist auch die zyklische 
Anordnung der Beobachtungen dort unnötig, so daß 


Br - mit sm gearbeitet werden kann. So entsteht eine 
: beträchtliche Verkürzung des Beweisganges. Gleiches 


gilt für eine Arbeit. des Verfassers (G. Schulz, Über 


- eine für die Statistik wichtige Verallgemeinerung des 
. Rencontrespiels, Sitz.-Ber. d. Berliner Math. Ges. 38/39 _ 


[1940], 73—83). 

Die mitgeteilten Formeln erlauben ferner die Be- 
antwortung einer großen Reihe verwandter Fragen. 
Zum Beispiel: In der Folge der Zahlen 1,2,...,n—1,n 


kann man auf ER -fache Weise k Zahlen mar- 


kieren, so daß niemals zwei benachbarte Zahlen mar- 
kiert sind. (Vgl. G.Schulz, Aufgabe 319, Jahres- 
ber. d. DMV 52 [1942], 69 kursiv.) 

Weitere Anwendungen liegen vor bei statistischen 
Untersuchungen der Höhenstrahlenforschung (Theorie 
der Registrierinstrumente, die nach einer Registrierung 
für eine kurze Zeit gesperrt sind, Beobachtungen von 
Zählrohrkoinzidenzen) sowie des” Fernsprechverkehrs, 
wobei die Strecken die zeitliche Belegung von Lei- 
tungen mit Gesprächen bedeuten. 


Aachen. Günther Schulz. 


Vereinfachtes Kriterium für Hurwitzsche 
Gleichungen sechsten Grades. 

‚ Bildet man in einem orthogonalen, rechtsorientierten 
kartesischen (x, 9, 2)-Koordinatensystem aus den Koef- 
fizienten einer allen algebraischen Gleichung sechsten 
Grades: 


[wu =a u +aW++0—0 
die drei Vektoren 


mit a,>0 (l) 


\o 


b, =, —agG, d5=0,0,— 00, d;=0,0 (3) 


gesetzt wird, so ist, wie ich vor einigen Jahren in dieser 
Zeitschrift (Bd. 21 (1941), S. 96—102) bewies, (1) dann 
und nur dann eine Hurwitzsche Gleichung, wenn für 


B= (b,,b;,b;), 
(€1> €3> 65) 


= (4,45, 4,); 
YxB= = 


wobei 


besteht, 
Diese geometrische Forellen des Hukpilen 


die Komponenten der Vekloren 2) RR Vorzeichen. 
‘ relationen s. 


F h 
Z 
£ pi 
\ f .. 
+ - 


2 Y 
+ 
BR: ER 
2% .&-} FT: Na IR 


gelten und ‚überdies der Produktvektor & im Innern | E 


des ‚elliptischen egencn 


liegt, also die Ungleichung 2 
6165 —3>0 RE 


schen Satzes legte ein a. a. O. mitgeteiltes graphisches 


Verfahren nahe, welchessich gegenüber dernumerischen _ 


Methode, insbesondere. bei variablen Koeffizienten, 
durch geringeren Aufwand auszeichnete. Während der 
Nachweis von (4) ohne weiteres sich auf Millimeter- 


” papier erledigte, erforderte der zweite Teil, die Verifi- 
zierung der Ungleichung (6), ein besonders vorbereitetes 


Konstruktionsblatt, in welches die durch Inversion am 


Nebenscheitelkreis einer Ellipse K- (definiert als 
Schnitt des Kegels $! mit einer unter m/4 gegen Grund- 
und Aufrißebene geneigten, nicht durch den Koordi- 
natenursprung 0 gehenden Ebene &) entstehende 


bizirkulare Kurve vierter Ordnung und ihre drei Risse 
eingezeichnet waren. In einer brieflichen Mitteilung 
vom 31.3.48 wies mich Herr Prof. Willers freund- 
licherweise darauf hin, daß man sich von dieser Be- 
schränkung frei machen kann und durch bloße Be- 
nutzung elementarer Konstruktionsmittel aus der dar- 
stellenden Geometrie zum Ziele gelangt. Darnach ge- 


staltet sich der Nachweis für das Erfülltsein.von (4) _ 


und (6) jetzt äußerst einfach: 

Man trage in Auf-, Grund- und Seitenriß die 
Projektionen W, „B der beiden Vektoren A 
und ®ein, um die z zu u (4) äquivälenten Ungleichungen 
0<p, <<, <H nachzuprüfen (Bild 1). Ferner zeichne 


- man den sich als Kreis darstellenden Aufriß K’ der 


Schnittellipse K des Kegels £ mit der Ebene ©, sowie 
deren Seitenriß 8’ = K’’’. Der Vektor €, welcherinO 


Bild1. 


senkrecht auf der durch X und B bestimmten Ebene & 


steht, liegt genau dann im Innern von 8, wenn der 
Durchstoßpunkt D= (D',D'’,D'’) seiner Träger- 
geraden c = (c’, c’’, c’” ) mit der Ebene & innerhalb 1%, 
also D’’’ auf S’’’ und D’ innerhalb K’’ liegt. 


Die Be tar ce’ von c steht senkrecht zu 
'der Grundrißprojektion h’ einer Höhenlinie h der 
Ebene € und analog die Aufrißprojektion c”' senkrecht 
zu der Aufrißprojektion f’’ einer Frontlinie f. Auf c 
wähle man einen beliebigen Punkt CO #0 und kon- 
struiere aus 0’ und C’’ seine Seitenprojektion 0'” und 
den Seitenriß c’’’. Der Schnittpunkt D’’ von 8” mit 
bestimmt den Seitenriß des Durchstoßpunktes D von c 
und ©; damit ist auch sein Aufriß D’’ bekamnt. 
Liegt D’’ innerhalb von K’’, so ist (1) eine Hurwitz- 
sche Gleichung, andernfalls nicht. 


Freiburg i. Br. Herbert Bilharz 


Über elliptische Integrale. n 

Bei der Bearbeitung von Elastizitätsproblemen kam 
ich auf Beziehungen zwischen elliptischen Integralen, 
die ich hier mitteilen mÄchte. Ich bitte meine verehrten 
Leser, mir durch eine Zuschrift in dieser Zeitschrift an- 
zugeben, wo sich die betreffenden Beziehungen be- 
finden. 

Ich wähle zwei Winkel und RR Null und 
r/ , für die folgende Beziehung besteht: 


cotgp otgy=Vi—R ..... (1) 
Durch diese Gleichung ist y als Funktion von p ge- 
geben. ’ 
Es wird 
ctg y 
dy sin?p sin y cos y 
dp Agp "Tape ' 7 
sin? y 
und, 


sin?p + sin? y —] ä 
sin?» sin’ A) 
Nunmehr bilden wir für diese beiden Winkel die 
elliptischen Integrale und auch das voll- 


ständige elliptische Integral erster Gattung für 
den Modul %&. Dann besteht folgende Beziehung: 


k2—= 1—ctg?p ct!y= 


Fnn+rwn-r(E,%) era 


Die Richtigkeit wird durch Differentiation der Gl. (4) 
bewiesen. Auf der rechten Seite steht eine Konstante. 
Wir erhalten 

F(p,k) F(w,k)dy e 
09 Du er 


oder: 
] sin y cos y 


Yı—ksin®p Yı— kesiniy Sinpcosp 


Setzen wir k? nach Gl. (3) ein, so folgt: hieraus die 
Richtigkeit der Gl. (5). Um hieraus auch die Richtig- 
keit der Gl.( ) zu folgern, muß diese Gl. für ein zu- 
sammengehörendes Wertepaar , y stimmen. Das ist 
auch der Fall für = (, y -, \ 

Für die Winkel urd y nach Gl. (1) besteht eine ent- 
sprechende Beziehung auch für die elliptischen 
Integrale zweiter Gattung. Diese Bezie- 
hung lautet: 


E(p,k) + E (y,k)—k? sing siny= E 5 ) (6) 

Die Beziehung stimmt für das Wertepaar p = 0, 
e-. 

Durch Differentiation erhalten wir weiter: 

YI — k?sin?p — k? cosp sin y 


— (Yı —k?sin? y—k2 cos y sin p) 


sin ıp cos y h | (7) 
Sinpcosp | 


Richtigkeit 


die Begitindung sei eit. Die ietmicht 
zu suchen in einer Vorliebe für seh VE Y 


schriften, sondern in seiner Arbeitsersparnis. 


Nehmen wir nämlich das Polynom fa) anBik ..- 


+ a,2+ a, und nehmen wir ‚reelle Argu- x £ 
mente. Dann ieht die , h 2 
nung mittels Berechnung der von X. 


solche Potenz erfordert vermöge #*'"=x x eine 
Multiplikation, im ganzen also n—1 Multi 
Hinzu kommen die Multiplikationen mit a;, also 
.n Stück. Total de 2n—1 Multi 
Dann hat man noch eine Summe vonn +1 
zu berechnen, also n Additionen. Die eng 
mittels des Hornerschen hingegen kostet nur n - 
plikationen und » Additionen, 

Noch vorteilhafter als bei reellen Argumenten ist das 
modifizierte Schema für komplexe Argumente). 
Will man hier den Wert f(z,), wo ,=u-+iv, auf 
gewöhnliche Weise feststellen, so erfordert jede 
wegen @«*!=x'-x vier Multiplikationen und zwei 
Additionen. Hinzu kommen die Multiplikationen mit 
den reellen Faktoren a, deren jeder zwei Multi 
tionen kostet, so daß wir im ganzen 4 (a—1)+2n 
=6n—4 Multiplikationen haben. Und -ähnlich 
2(n—1) +2n+1= 4n—TrAdditionen.— Rechnet man 
aber nach dem modifizierten Schema, so hat man be- 
kanntlich, wenn x, den konjugiert-komplexen Wert v 
xo bezeichnet, f(x) durch die quadratische Funktion’ 


h(2) =(7— 2%) (C— ) = — (2 + Fo) + ot 
also 
h(2) = 2 —2uxr+ (wW+ vw) 


zu dividieren. Das zugehörige bekannte Schema erfor- 
dert 2 — 2 Multiplikationen, und 2n—2 Additionen, 
wie man sofort feststellt. 

Somit haben wir als 


Ergebnis. 1. Bei reellen Argumenten bedeutet das 
Hornersche Schema etwa die halbe 
Arbeitsersparnis. 

2. Bei komplexen Argumenten hat man 
sogar nur ein Drittel der gewöhnlichen 
Arbeit zu leisten. 


Berechnung der Ableitung f(x) bei kom- 
plexen Argumenten. Im folgenden soll es sich nur 
um komplexe Argumente handeln. Die einmalige Divi- 
sion von f(x) durch h(x) hat die neue Koeffizienten- 


Reihe b,,b —1,..., da, d1,dg. Sie liefert Quotienten , 


und Rest dieser Division, d.h. es ist 


(bu "+... + br+b,)- he) + (dic + do), 
kurz: ; 
fx) = gie) Aka) + (bie + B,). 2". „etd), 
so daß wegen h(x,) = 0: 


(x) = b%o u Dee 


Zur Berechnung der Kprrektion —f(x,)/f’ (&,) bei 
der Newtonschen Näherungsmethode hat man nun 
auch den Wert der Ableitung f’(x,) nötig. Es ist 
wiederum nicht zweckmäßig, eıst die Ableitung f’(&) 
explizit zu bilden und dann mittels Horner f(x) aus- 
zurechnen. Denn dies würde »n —1 Multiplikationen 
zur Bildung von /’(x) und sodann 2n—4 Multipli- 
kationen zur Bildung von f’(x,) erfordern, im ganzen 


') L.Collatz, Z. angew. Math, Mech, 20 (1940) 235236, 


4 


h und I: die Ki fizientenreihe Opa» che 62 so daß 
Se Ü Ä „s le) = = 1.(@)h(e) + N +6), f 


‘ Multiplikationen, die nötig sind für (3). 


pli 
\ R) Sa ER er 


hu ao F nat j ee 05% =: Dr 
Ma wird h 


I) = = 1.(@)- SR eu $ on "h+ (im B @, 
also wegen hl) ER Er 
® (x) = = en Ar 6) h (20) 5 e 
"Nun ist aber W(x) = 2iv, also 
8 re 2 = (sm ta) 2ivrtbı 2... 8). 


"Die Bestimmung ‚der Koeffizienten & erfordert nun 
2»—6 Multiplikationen. -Hinzu kommen die vier 

Im ganzen 

kostet f’(x,) demnach 2» —2 Multiplikaiionen. 


Die Taylorsche Entwicklung für komplexe 


” Argumente. Offenbar kann man hier ähnlich vor- 


gehen wieim Hornerschen Schema für reelle Argumente 
und damit das Polynom in der Umgebung von x, in, 
eine Taylorsche Reihe ee Dazu müssen wir 


‚die sukzessiven Ableitungen ;; a 1 pi I&o) bilden. 


Führen wir allgemein die Diriehern durch - he) im 


ganzen i+1 mal aus, so bekommen wir die linearen 
Reste Io, RER 


li, wo 
yes Araı Be, 


und den. Quotienten q, +1(2) vom Grade n— 2 (ö+1), 


Und wir haben die Entwicklung nach Potenzen von 


‚aa: 


= ah Hm m r.. Uhr 


- Bilden wir jetzt die i-te Ableitung D', so fallen auf 
der rechten Seite natürlich alle Glieder weg, welche 
vor der FuBeroatiahicn von niedrigerem Grade als dem, 
i-ten sind, so daß- 

D’j=Dig.,,kt'+lhi+. 
wobei 


Bo 1,0, 


i+l1>2j2i—l. 
Dieser Ausdruck muß an der Stelle x, Vrdnket 
werden. Dabei kann zunächst der Term q,, |, ne 
außer Betracht bleiben, da er nach i-maliger Diffe- 


rentiation den Faktor h besitzt und da h(x,) = 0. 
Somit haben wir noch 


Di TR RER +1, hi); 


242 (nk) Be 


denn wegen der Linearität An I; verschwinden alle 
höheren Ableitungen als die erste. Ferner fällt in der 
zweiten Summe der Summand für k=i weg, weil der 
Grad von h, höher ist als die Ordnung des Differen- 
zierens. und daher nach der a nelyen, alle Glieder 
den Faktor h,=0 haben. 

Wir haben also allgemein den Kledeuck 


D”" (h*)—= D”(h-h...h) für m)k 
an der Stelle x, zu bestimmen. Das gibt symbolisch 
(hy+hz+...4+ hr)". 


Wegen h(x,)=0 können wir in dieser Entwicklung 
alle Glieder weglassen, die nach der Differentiation 
den Faktor A haben und nur diejenigen Glieder bei- 


"—] ink), 


- vorkommen, und zwar. höchstens | in zweiter Potenz. 


Wir bekommen also das Glied (h/)P (h, 7? =2PH BER : 


AR 


a en ae, dies, daß: wir nur a 
Glieder beizubehalten brauchen, in denen sämtliche Wi 


Für m=k ist dies nur auf eine einzige Weise möglich, 
nämlich i im Produkt hıkz ... hp. mein ABEıF=S darnpie 
Di) = — m! H*, wo B- = (d). 


‚Für m = k +p> k jedoch müssen p der Größen 
zweimal differenziert werden (d.h. symbolisch i 
Quadrat vorkommen) und die übrigen k—pnur einmal 


2iv.. 


mit dem Polynomialfaktor mu". Somit wird er 
D"(nk) = mı won, wo h2m>k. . 0). Br 


Damit ‚bekommen wir. 


2 il 2 un Sn per 


n D’ fa) zig H344j42H% 4...) 
+ Aa Kaas, Ürls 
+- Il: + BAT) 


Hier ist noch zu Betzen 
EHE EUN ‚B?= —40. 


Aus der Bedingung für j folgt, daß für den Exponenten 
2j—igilt: 12271 2—1. Und zwar ist für grades > 
:2j=i, also 27 —i=0, bingegen für ungrades 
4:25=i—1,also25—ti = — 1. Im letzteren Falle 
fällt aber das erste Glied ee ersten Klammer in (6) 
weg. Somit haben wir die beiden Fälle: 


T5; = D’ FR) = (5 + l,,,H? +1, ,H% 
2 +1; H®) + Hi +, ,H®+.. N 
N = bi HP) ö 


1 
Bit S@r N] 


(Ta), 


Da) = HI 
+1,5#°+4+.. +41,,,,8°) (7b), 778 
+ + h Het. +1g,H® ko 
(Hierbei sollen die 7’ die Taylorkoeffizienten andeuten.) 


Bilden wir mittels (7a, b) die qualifizierten Diffe- 
renzen, so finden wir 


27 ’ 
HT,—T, —H Aar 1,,;H)—1;_, (8a), 


2j—1l 
Br = HH, Hl H) —L, bh). 


er 


2417 Te 
Der Gang des Verfahrens ist also folgender: 


1. Man dividiert die gegebene Funktion f(x) ketten- 
mäßig, wiederholt durch Ah(a)=x°— 2uxr + 
(u?-+v2), wou+tiv=x, ist. Auf diese Weise be- 
kommt man die linearen Funktionen I,, 1], 15,... als 
Reste bei der Division. — Den Koeffizienten von & 
in /; bezeichnen wir mit I. 


2. Man berechnet ‚f(x,) = T= = I, (&,) und f(x) 
=T,=H-l(%) +1. 
3. Daraus berechnet man sukzessive: " 
T,= HI%+ Hl, +,D)—KHN, 
7,—= HAT, +2, + 1,H)— HT, 
T,= HT, + A®(l; + 1,9) —ıH, 
THAT HH ZLHN 
wobei H=2iv, H3 = —4v2 ist und die I, an der 
Stelle x, berechnet werden. 


ai, 


EN BR 3 a Ne 


a A 


WAL 
T 


ar, 
Bud e 


rg 


u, 


it, 


ag pen Haag, Holland, 


r 


B ra Pay 7 N 
ind dann die Taylorkoeffizi 


‚der Stellex,d.h. 


5 


FR Ri MR Mo + %) =T,+ T,% +T,0: + Taodt... a 
- In der Praxis wird man freilich dieses Verfahren nur 
bis höchstens 7’, benutzen und die folgenden 77; lieber stellı 
_ durch Bestimmung des Funktionswertes der Ableitung vo 


 D* f(x) an der Stelle x, bestimmen. Denn in der Praxis 


hat f(x) doch höchstens den Grad 6, so daß die vierte | 


Ableitung den Grad 2 besitzt. Ge 
s Dr, E. Bodewig. 


Zur praktischen Anwendung der von Jordan 
angegebenen durch Höchstfehler begrenzten 
Fehlerverteilungen. YE ; Pr 
Der praktischen Anwendung der in einer vorauf- 
gegangenen Mitteilung behandelten Jordanschen 
Fehlerfunktion steht lediglich entgegen, daß der für 
ihren Potenzexponenten N und den Höchstfehler M 


yi ei ei et ® . . ” ” . ) 


- . 


die Summe der Quadrate und Biquadrate der wahre 
Fehler e enthält, während, von ganz seltenen Ausnah- 


men abgesehen, gewöhnlich nur die auf das arithme- 


tische Mittel der Meßwerte bezogenen ‚scheinbaren 
Fehler bekannt zu sein pflegen, die wie üblich mit dem 
Buchstaben v bezeichnet werden sollen. Es fragt sich, 
wie m* und »! aus diesen scheinbaren Fehlern zu be- 
rechnen sind. Die von Gauß herrührende, übrigens 
in wenig überzeugender Weise abgeleitete Formel 
‚[e] 
es, 

setzt eine ins Unendliche reichende Fehlerverteilung 
voraus und kann daher nicht benutzt werden. 

%, %p, #3)... &n mögen n im allgemeinen verschie- 
dene Meßwerte sein, die sich bei Messungen ein und der- 
selben Meßgröße mit den gleichen Hilfsmitteln und 
unter übereinstimmenden Bedingungen, auch hinsicht- 
lich der Sorgfalt, ergeben haben. Dann ist das arith- 
metische Mittel x dieser Meßwerte derjenige aus ihnen 
zu berechnende Wert, der nach den Gesetzen der Wahr- 

“ scheinlichkeit dem wahren Betrag X der Meßgröße so 
nahe kommen muß, als überhaupt erreichbar ist. Es 
verbleibt aber ein Restfehler f, der zwar gelegentlich 
auch einmal den Wert 0 haben kann, sonst ‚aber 
immer einen kleinen positiven oder negativen Be- 
trag ausmachen wird. Um zu einer Einschätzung zu 
gelangen, welcher wahrscheinliche Betrag diesem Rest- 
fehler zuzuschreiben ist, setzen wir in den Ausdruck 
tt t..: + m 

N 
die wahren Meßfehler ein, das sind 


des arithmetischen Mittels 


X—1,=2, X—n,= 8, IF... Km; 


es ergibt sich 
5 2 - as RT Te 


N 


Die einzelnen e können positive oder negative Vorzeichen 
besitzen, wobei positive und negative Fehler desselben 
Absolutbetrages die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. 
Daher müssen sich die e im Zähler des vorstehenden 
Bruches stets größtenteils gegeneinander fbrtheben. 
Uns interessiert, was der Wahrscheinlichkait nach von 
dieser Summe der wahren Fehler übrig bleibt, denn das 
ist gemäß (2) das n-fache des gesuchten Restfehlers f. 

Man kann nun, um den'wahrscheinlichen Summen- 
wert der wahren Fehler zu ermitteln, umständliche 
wahrscheinlichkeits-theoretische Betrachtungen und 
Berechnungen anstellen: zu demselben Wert ist aber 
auch auf Grund wesentlich einfacherer Überlegungen 
zu gelangen, die vielleicht etwas weniger beweiskräftig 


4-7 
% 


enten an 


jede Zufälligkeit einer Richtung durch eine gleiche de 
entgegengesetzten Richtung aufgehoben wird; 


der 


era, ee ae ist Kae der mm ER 
it einer vollständigen üllung der gem achter 0 
aussetzung nur die Bedeutung einer Annahme zukommt, 
doch liegen solche Annahmen im Wesen jeder Wahr- 
schäintichketareginliing. Bei der gemachten Voraus- 
setzung ist es aber offenbar 


die Anzahl n der zu einer Meßreihe gehörenden Messun 


urn RB BEER, ER 


gen und Fehler gerade ist, weil man nämlich bei einer 


eineren Anzahl n der Messungen die Anzahl p der 


Wiederholungen entsprechend größer nehmen kann und 
auch nehmen muß, um bestimmt den-Ausgleich aller 


Zufälligkeiten, wenigstens in einem erwünschten Maße, 
zu erreichen. Um'dieses Ausgleichs sicher zu sein, muß 


lediglich n- p einen bestimmten -Mindestwert haben, 


während n an sich beliebig groß oder klein sein kann. 
Das besagt jedoch, daß der chte wahrscheinliche 
Summenwert ganz von der Anzahl » unabhängig ist 
und demnach auch dann noch ungeändert derselbe 
bleibt, wenn man r auf die Zahl 1 beschränkt; anders 
ausgedrückt: Der wahrscheinliche Summenwert der 
wahren Fehler ist mit dem wahrscheinlichen Wert eines 
einzelnen wahren Fehlers identisch, also gleich dem so- 
genannten „wahrscheinlichen Fehler“ r, der die Gesamt- 
heit aller Fehler in zwei Abschnitte gleicher Gesamt- 
wahrscheinlichkeit teilt. Es ergibt sich [e]=r und 
daher Nr 


= EI HRS ARTIRR (3). 
Mit diesem Wert des Restfehlers geht 
& ; 2 vs 2 -[v; . f& 
we MEER a 


weil bekanntlich immer [v.] — 0 sein muß, über in 


v2 v: 2 
m Arne) ...(b). 
Dieser Ausdruck läßt sich umformen in 
m: = z u ne .m“» - I. ( ); 


so daß man schließlich 
[et] 


me 


bekommt. Da bei einigermaßen präzisen Messungen, 
wie in der voraufgegangenen Mitteilung gezeigt wurde, 
der Potensexponent N der Fehlerverteilungsfunktion 


zwischen 1 bis 4 und des halb zwischen 0,7766 und 


0,7166 liegen muß, erscheint es für welkaus die Mehrzahl 
aller praktisch vorkommenden Fälle hinreichend, statt 


a 
des jeweils genauen Wertes von () den Näherungs- _ 


betrag 0,5 einzusetzen, also mit 


[v7] \ 
ER? a ET N A 3 
2n ; 


m? = 


- 


Pete 
Le 


R 


TE 


ee Re 
Andererseits. erhält man für das mitlere Fehler 
 Biqundrat a aus. 

„el. 


: ; ak, ee der lea ke Fortlassen der 
beiden Glieder, die [v.] bzw. f* enthalten, das immer 
sehr klein sein muß, und indem man näherungsweise 
en ar r\2 Im 
1 wie sehen zuvor fi = N 


_ Im . f DI 


| dementsprechend I=7 EEE x setzt, 


; g= ei, m EL [el + 3: an. 


Dieser rest nina in der Mitteein ER mitbeiden 
‚Vorzeichen, das aus der prinzipiellen Unmöglichkeit: 
‚hervorgeht, eine Entscheidung darüber zu treffen, ob 
‚dem Restfehler / das positive oder das negative Vor- 


‚m; Bol 


. "zeichen zukommt. 


‚Wie das’ nachstehende, praktischen Messungen ent- 
nommene Beispiel lehrt, entspricht das eine Vorzeichen 
einer besseren und das andere einer geringeren Präzision 
‚der Meßergebnisse. Weiterhin läßt das nachstehende 
Beispiel auch erkennen, daß das Glied in der Mitte kei- 


\ nesfalls vernachlässigt werden kann, obwohl die einzel- 


nen Summanden von [®;] beständig ihre Vorzeichen 
wechseln. . » 


ee BR A _ 5,1800, ‚bzw. ik Karren 
A a ‘Mm 

Ka stigeren. als maßgeblich gelten, das sind — — = 3,6551, 
woraus M = - 0,0284 folgt, ‚und mi 5,18. FAIR präzise 


. a0). < 


ee .S: “ | 


v.Wert N SAT. 
Von diesen Ergebnissen. müssen natürlich die ungün 


. Messungen können aber, wie in der voraufgegangenen 


' Mitteilung erörtert wurde, nur solche gelten, bei denen 2 


Mn z3 oder zum mindesten N <4ist. Die vorstehend £ “ 


egal Meßwerte sind daher als nicht einwandfrei Ar 
anzusehen. Daß sie wirklich billigerweise zu stellenden 


‚Anforderungen nicht Benüigen, kn ee ‚Grup- ” 
pen-Zusammenstellung: FR 


= + 0,0023. el 
0, = — 0,0007 SZ 00 
0, = — 0,0017 9 001037 
= + 0,0008 er nz 
v0 = + 0,0003 


Wenn die Abweichungen ve Meßwerte BERN. 


und gegenüber ihrem arithmetischen Mittel, wie das : 


bei präzisen Messungen der Fall sein sollte, allein durch 


den Zufall bestimmt sind, ist die Vornahme einer sol- N 
chen Einteilung ausgeschlossen. Die Möglichkeit einer 


derartigen Ordnung der Fehler, in der sich eine offen- 
bare Ungleichwertigkeit: der Meßwerte kundtut, läßt 
erkennen, daß neben dem Zufall noch andere ganz 


konkrete "Umstände zur Entstehung der Meßfehler bei- 5 5 
‚getragen haben. Bei präzisen Messungen, bei ‚denen. Eee 


die Unterschiede der Meßwerte eine bessere Gleichför-, 
migkeit als bei dem obigen Beispiel aufweisen, muß 


auch [®}] wegen der in dieser Summe ständig wech- 


‚ .selnden Vorzeichen EN geringfügig \ wer- 


w 


BED a 0,0108 HEN 


. Beispielll. 
a museum a of 
3,958 -+0,0023 ‚5,29 - 107? + 12,167 - 107° 27,9841 - 10712 
61 = 0,49 — 0,343 0,2401 
55 + 53 28,09 + 148,877 - .789,0481 
50 + : 103 106,09 +1092,727 1 1255,0881 
72 — 117 136,89 —-1601,613 18738,8721 
62 — 17 2,89 — 4,913 8,3521 
50 _ +'..103 106,09 -+1092,727 11255,0881 
75 SAT, 216,09 —3176,523 46694,8881 
‚60 + 03 0,09 + 0,027 0,0081 
SO. 08 0,09 + 0,027 0,0081 


Man erhält aus dieser Zahlenliste das arithmetische 
Mittel x = 3,9603, ferner [vi] = 602,1: 10-%, [vi] 
—= — 2,43684 - 10, [vi] = 0,0887696 - 10%; infolge 


2 
(8) ergeben sich hieraus m? == 0,0000605, er — 


2 


0,000000605, m — 0,0078 und - = 0,000778, so 


3 m 


daß zunächst wegen Ve Far re + 0,00058 


= x + f = 3,9603 + 0,0006 

sein muß. I (11) bekommt man weiterhin » 
= (8,87696 + 0,56868 + 0,10930) - 10"? = 9,55494 - 10”? 
bzw. 8,41758 - 10°. (f!/n = 0,000009 - 10° ist, wie 
oben vorausgesagt, gegenüber diesen Werten zu ver- 
nachlässigen.) Man findet dann mit m = 0,00778 und 
m* = 3,66177 10° aus den beiden in der vorauf- 
gegangenen Mitteilung abgeleiteten Formeln 


7 2 9 v4 
De und N=—— ,.() 
m# m 
26° 
v 
M. e; 4 
N 6551, bzw. mit dem kleineren »v-Wert 
Mm 
a = 2,5606 und 
m 


den, so daß dann die beiden Werte, die man für den 
Höchstfehler M erhält, und ebenso die beiden Werte, 
die sich für den Potenzexponenten N der Jordan- 
schen Fehlerfunktion ergeben, enger zusammenrücken. 

Nach den gebräuchlichen auf Gauß und seine 
Fehlerfunktion zurückzuführenden Regeln der Fehler- 
rechnung wäre die wahrscheinliche Abweichung des 
arithmetischen Mittels x vom wahren Wert X der Meß- 


größe aus 
en 

Ir "a m—)) 
zu berechnen, woraus sich im Falle des vorgelegten Bei- 
spiels (m = 0,00818 nach Ga u ß ist nur wenig größer 
als der ermittelte Wert m = 0,00778) £ = 0,0025865, 
das ist mehr als viermal so viel ergeben würde, wie 
oben gefunden wurde. Nun ist jedoch nach (2), ganz 
unabhängig davon, welche Fehlerverteilungsfunktion 
als zutreffend angesehen wird, [&] = n - f, so daß man 
mit dem, vorstehenden Ausdruck für f 


gtast+s+...+m=m:}n) 


bekäme. Diese Gleichung kann aber unmöglich stim- 
men, weil es ganz ausgeschlossen erscheint, daß die 
Summe der wahren Fehler trotz der verschiedenen Vor- 
zeichen der einzelnen Fehler und obwohl übereinstim- 
mende positive und negative Fehler gleich wahrschein- 
lich sind, trotzdem mit der Anzahl berücksichtigter 


Messungen Prinzipiell i immer größer werden sollte; das 


. widerspräche jeder Erfahrung. 


Dem obigen sei folgendes Beispiel einer einwandfrei 
präzisen Messung gegemübergestellt IT 


Beispi e12.' 
3 ee vi i ” | vi | vs 

128,0 \—1,43 | 2,0449 In 2,924207 | 4,18161601 
85 |-—1,93 | 3,7249 |—- 7,189057 |13,87488001 
4,1 | +2,47 | 6,1009 |-+15,069223 \37,22098081 
6,3 | -+0.27 | 0,0729 |+ 0,019683 | 0,00531441 - 
5.0. |-+1,57 | 2,4649 |+ 3.869893 | 6,07573201 
7,5 10,93 | 0,8649 \— 0.804887 0,74805201 
6,2 |+0,37 | 0,1369 |+ 0,050653 ' 0,01874161 
6,0 +0,57 | 0,3249 |-+ 0,185193 | 0,10556001 
6,6 |—-0.03 | 0.0009 |— 0,000027 | 0,00000081 
7.5 0,93 | 0,8649 | 0,804357 | 0,74805201 
16,6010 |+19,194645 |56,97892970 

- 1--11,722005 

+ 7,472640 


Man findet hier x = 126,57, m? — 1,66844, m =1,2 9168 
f + 0,096876, a 
X=x-+/= 126,57 + 0,10, 


{RN 
ferner v! = 6,07055 bzw. 5,49142 und ce —= 0,458557 


bzw. 0,506917, woraus sich schließlich a = 2,81 har‘ 


1,96, M = 2,98 bzw. 2,53 und N = 1,16 bzw. 0,42 er- 

ben. Wie diese Potenzexponenten der Jordan- 
schen Fehlerfunktion zeigen, liegt hier, und das stellt 
sich recht oft auch bei andern Meßreihen heraus, eine 
Fehlerverteilung ganz wesentlich anderen Charakters 
vor, als der Ga u ßschen Fehlerfunktion entsprechen 
würde. Das beweist, daß es wirklich unsinnig ist, 
Fehlerberechnungen die Gaußsche Fehlerfunktion 
zugrunde zu legen. 

Zum Schluß ist noch kurz auf die Frage einzugehen, 
wie die Präzision solcher Meßreihen zu beurteilen ist, 
bei denen man für die scheinbaren Fehler der Meß. 
werte nur je eine einstellige Ziffer erhält. Es erscheint 
zunächst zweifelhaft, ob auch in diesen Fällen das an- 


gegebene Kriterium = < 3 oder wenigstens N <4 


Anwendung finden kann. Zur Entscheidung dieser 
Frage möge die nachstehende Zahlenliste dienen. 


Beispiel 3. 

”; vi | v | v; | vr 
49,9 0,0 | 0,0 0,0 0,0 
50,0 | —0,1 | 0,01.| —0,001 | 0,0001 
49,7 | +0,2 | 0,04 | --0,008 | 0,0016 
49,8 | +0,1 | 0,01 | --0,001 | 0,0001 
50,1’) —0,2 | 0,04 | —-0,008 |. 0,0016 
49,9 0,0 | 0,0 0,0 1.00 
49,8 | -+0,1 | 0,01 | -+0,001 | 0,0001 
49 | —0,0 | 0,0 0,0 0,0 
50,0 | —0,1 ! 0,01. | —0,001 | 0,0001 
49,9 0,0! 0,0 0,0 0,0 

0,12 -+0,010 | 0,0036 

—0,010 
0,0 


Man bekommt hier x = 49,9, m? — 0,0120603, m 
= 0,109819, {= + 0,00823643, mithin X= «+ f 


—49,9 + 0,01, weiterhin »* = 0,000364342, 
y 
= (0,399215 und daraus 5 = 3,18, M = 0,35 sowie 


N = 3,56. Es ist also bei diesen Messungen zwar ef 3, 


facher und schneller zu beurteilen 
Fritz Gabriel. 


RER für normale 
Schubkurbelgetriebe mit großem 1=7. 


Nach einem von Prof. Tolle Verfah- 
ren (Hütte, Bd.II) läßt sich die beschleuni- 
kurve eines mit konstanter Winkelgeschwindig- 

it» umlaufenden Schubkurbelgetriebes in Abhän- 


gipkeit vom Kolbenweg näherungsweise durch eine 


arabel darstellen, die in den Totlagen die Ordinaten 
(0 =rot-(A+]) 
s-r=rat-a—l) - 
und die Steigungen 


(ee) „.1+42 
— = — m®* 
s=0) 


ds 1+1 
ds „.1—44 
bi har u) 1 723 hat. 


Während die verwendeten Totlagenordinaten (s)=u 
und (s)s=2r fehlerfrei sind, haften den Steigungs- 


ausdrucken (4° ) und ER Fehler an, die da- 
ds s—) ds s=?r 


durch entstehen, daß man von der Reihenentwicklung 


cos y-VIZRRRP = 1) Asin?p 


IH EEE 
a ee 5 


nur die beiden ersten Glieder verwendet. 
Die Größe dieser Fehler, die mit zunehmendem 4 
wachsen, karin man leicht auf folgende Weise ermitteln: 
Aus dem Kolbenweg für den Hingang 
s=r-(l— cosp) +1-(l— cos y) 
erhält man mit 


-7sinpg—... 


=w+l 
i= 


a 


und cos y = vr — 22sin?p 


die Kolbengeschwindigkeit 
a ae ee 
s=!r»+sinp (14: a 
und die Kolbenbeschleunigung 
rar Re 2 sin?2o|, 
cos y a ART ig con y) 


Die Steigung der md iigmgi 3 (s) erhält 
man durch Bildung von 


ds ds dt -! 
ds dids 
Diese Rechnung ausgeführt, He 
d 8 I w* a. 
ds cosy+ Acosp | 
432.008 p° +7 A BAHT ZIL 
cos codty | 


s—=|T m?» 08 PR 


— cos ea Acosp 


en = w Re WIENER ET 
\as)en \as)=n IH 0 8. 


5 a : ee S -(&). LEE : 2) 3 

el SE \ds)s= 2r . \de — 1-3 olg 
Be "Die Konstruktion der fehlerfreien a 

FRE kann man auf folgende Weise einfach’ durchführen: 


0... Man zeichnet zunächst die Totlagentangenten nach 
Be dem ‚yon Tolle ER Verfahren (in- Abb. 1 


Bild 2. Konstruktion der Beschleunigungskurve 
„unter Verwendung ‚der fehlerfreien Totlagen- 
- tangenten: und des berechneten Dr, i 


Dp-art 


in nina a den errechneten 
Ausdrücken. 

‘ Die Strecke 3r «248 macht waere, 
a das : A?.fache der Strecke 3rw24 
aus, wobei letztere beim Verfahren von 
Tolle ohnehin aufgetragen werden 
muß. ’ 


Er Fr Bug N. Konstruktion der fankerfedsen Totlagentangenten an ' Die Konstruktion der Kolbenbeschleunigungskurve 


N 


e 
3 
E e< 
7 
; 
2 


Er: R En aeuknnlgenskung nach Tolle kann genügend genau angesehen werden 4 
für 21 <0,2. ? 


keetfichelt und trägt dann vom Tangentenschnittpunkt 

Br entrich I oben die Strecke 3 “ «2 43 ab, len Für größere ? (0,2 <ı<0 ‚*) empfiehlt es sich | je... u 
Er der Schnittpunkt der fehlerfreien Totlagentangenten doch, zur Erreichung einer größeren Genauigkeit. die 
=) bereits gewonnen ist; denn man erhält aus Abb. 1 für fehlerfreien Totlagentangenten zur Konstruktion der 
Bet; die Steigungen der Totlagentangenten Kurve zu verwenden und sich außerdem einen weiteren, 
E leicht berechenbaren Punkt der Kurve zu verschaffen. 


| ds Er. : ro A+hM+I3reti— Ira a3 Ein solcher ist der Wert für = n/2. Dort wird 
ds g=0 ; Gar (1 + 4) x 
= > et ae meer ts [1 i=®) 
& ER TEZ 
x en » .. 2 

ER = =) _ rel M)—I3rwR+3Ira2ı Ge € f 1: 
| \ £ ; Be a ei # & ee 4 x Y 17 % ER 

Bee Den gg. Tar a BETTER NE £ 1 

es @ a PITY 35 == 0) 2% 


Errechnete "Kolbenweg- und, Kolbenbeschleunigungs weite zu. den Bildern 2 und 3. 


7 = 100mm ij 


r o:= 100mm s”? 45° | 60° |.75° | 90° | 105° | 120° | 135° | 150° | 180° 


pL?] 0 30° 


s [mm] 0 ‚18,4| 39,31 65,5) 93,6| 121 145,4| 165,5| 180,7) 191,6) 200 


3 = 04 en 140,0 | 108,3| 72,5| 30,1 |—11,1| —43,7 | --62,9| —69,9 | —68,9| —64,9 | —60,0 

s[mm] | 0 | 20,0! 42,3| 69,8) 99,1) 126,8! 150,9| 169,8| 183,7| 193,2) 200 
| 
ie a 150,0 1149) 74,5| 25,5 |-22,4| —57,8| —74,2| —74,5| —66,9| —58,3|—50,0 


Bild3. Konstruktion der Beschleunigungskurve unter Verwen- 
dung der fehlerfreien Totlagentängenten und der berechneten 


"Werte PB? und Doon/s: 


‚BUCHBESPRECHUNGEN 


George Wellington Spenceley u. Rheba Murray Spen- 
ceeley (Miami University, Oxford, Ohio), Elliptie func- 
tions tables. (Washington 1947, Smithsonian Insti- 


 tution.) 366 S., 15cm breit, 23cm hoch, ‘gebunden. 


Diese Tafeln lehnen sich an die Form an, die Sir 
George Greenhill und Oberst R. L. Hippisley in 
einem früheren Smithsonian-Bande benutzt haben. 
Wenn man das Buch an einer beliebigen Stelle auf- 
schlägt, findet man auf der linken und rechten Seite 
je vier Zahlensäulen mit 12 Dezimalen; in den üblichen 
Bezeichnungen nämlich auf der linken Seite w=F, 
snu, cnu, dnu; auf der rechten Seite @, E (o, k), 
d,(w)/d,(0),.9,(w)fd,(0). In der Seitenüberschrift ist 
der Legendresche Modulwinkel © = arcsink ange- 
geben. Er läuft durch das Buch in ganzen Graden 
von 1—89°. Am Kopf der linken Seite stehen die 
vollständigen Integrale K, K’, E,E’, am Kopf der 
rechten Seite 9,9’, 9,(0,5)/d,(0) und sein Kehrwert 
9,(0)/9,(0,5). Die Zahlen am Kopf der Seiten haben 
15 und mehr Dezimalen. Für jeden Modul werden 
vier Seiten beansprucht: Auf der ersten und zweiten 
Seite geht r = 180 v in 46 Zeilen von 0 bis 45, auf 
der dritten und vierten Seite von 45 bis 90 (immer um 1 
fortschreitend). Differenzen sind in die Tafel nicht 
eingedruckt. Diese Tafel umfaßt also 4x 89 = 356 Seiten, 
Am Schluß des Buches werden der Hyperbelsinus und 
der Hyperbeleosinus der Zahlen am r/180. (r =,1,2,3..., 
89, 90) mit 15. Dezimalen angegeben und auf einer 
Seite mit 25 Dezimalen der Kreissinus und Kreis- 
cosinus der Winkel 1°, 20, 30, ..., 44°, 450, 

Im Vorwort wird angegeben, wie die Richtigkeit der 
berechneten Zahlen geprüft worden ist. In einem An- 
hang von fünf Seiten wird mitgeteilt, wie die in der 
Tafel angegebenen Zahlen berechnet worden sind. 


Ir ke Verfahren 


die größten Abweichungen 
Stelle 9 = n/3 gewählt. Man 


r ä 
Ss 


a 


3 


| 


J 


e arer & WR ER 5 
= me F. Werne — rl nr; E 
e-3=—tre y= BR RE 


(4 


(da m 
we re 
Fe Y1— 0,75 42 + 3/2 | Bar 5. 
: es: ar 9 as 


24-7 Ioone 3 208 N % 
Die Kurve selbst besteht dann aus 3 Parabeln, die an 

den Stellen = n/3 und = x/2 ineinander übergehen. 

Zum Vergleich wurden auch in Abb. 3 gestrichelt die 

Beschleunigungskurve nach Tolle und die, aus der 

Tabelle entnommenen berechneten Beschleun; 

werte eingezeichnet. Heinz Link 


Für den Druck der Tafel sind Egyptienne-Ziffern 
verwendet, ziemlich genau gleich denen in der Logarith- 
mentafel von Schrön (unveränderliche Strichstärke, 
alle Ziffern gleich hoch). Der Durchschuß zwischen den 
Zeilen ist, genügend groß, nämlich 1,lmm, nach je 
5 Zeilen 5,0 mm. Das Papier ist nicht weiß, sondern 
leicht gelblich und nicht glänzend. . 

Die zwöltstellige Spenceleysche Tafel ist recht ver- 
schieden angeordnet von der kleinen fünfstelligen Tafel 
von L.M.Milne-Thomson, die 1931 in Berlin bei 
Springer erschienen ist. Die Tafelvon Milne-Thomson 
besteht aus drei Hauptteilen, einem für sn u, einem für 
en u, einem für dnu. Die drei Funktionen erscheinen 
also nicht auf derselben Seite. Als Argument benutzt 
Milne-FThomson das Legendresche Normalintegral 
erster Gattung F=u (also nicht r = 180» = Wu/K _ 
oder sonst ein Vielfaches von w/K). Der Modul ist 
bei Milne-Thomson m=k?=sin?® (also nicht 
© = aresink), den wohl zuerst Nagaoka empfohlen 
hat. Auf jedem Paar sich gegenüber stehender Seiten 
findet man elf Spalten mit den Moduln 0,0, 0,1, ..., 
0,9, 1,0. In den Zwischenzeilen stehen seitlich in 
kleinerer Schrift Differenzen bei festem m und fort- 
schreitendem «, 

Nach freundlicher, brieflicher Auskunft von Herrn 
und Frau Spenceley ist zur Berechnung eine Rechen- 
maschine ‚Monroe‘ mit zehn Wagenstellungen und 
Handantrieb benutzt worden. . Alle Zahlen sind un- 
mittelbar aus den definierenden Ausdrücken original 
berechnet worden. Von einer Untertafelung ist nicht 
Gebrauch gemacht worden. Im Vorwort werden sechs 
Studenten als zeitweilige Mitarbeiter genannt. 

Die Werte von q sind auf 16 Stellen genau berechnet 
worden, die andern Werte auf 15 Stellen genau. Davon 


5 3, A, -] y DAN 
Free) 


£ 
7 


Bi elliptischen Integrale. 


sind 12 Stellen in die Tafel aufgenommen worden. Der 
. Hauptteil der Rechenarbeit hat sich über einen Zeit- 
.  zaum von fünf Jahren erstreckt, mit Ergänzungen auf 

sieben Jahre. Es waren mindestens 8x 90x 89 — 64080 


zwölfstellige Funktionswerte zu berechnen oder 


. 768 960 Ziffern. Kein Sachkundiger wird der Ausdauer 


und Beharrlichkeit, die für diese Riesenarbeit erfor- 


derlich waren, seine tiefe Bewunderung versagen. Die _ 
. Spenceleysche Tafel dürfte für lange Zeit ein Funda-- 


ment bilden, ähnlich den Legendreschen Tafeln der- 


Dr. F, Strecker, Die elektrische Selbsterre gung 


‚miteiner Theoriederaktiven Netzwerke. 1428. 
m. 62 Abb. Stuttgart 1947, Verlag S. Hirzel. Preis 
' brosch. 7.80 DM. nn 


. In diesem nicht gerade für den Anfänger bestimmten 
Werk werden die in der Regel- und Verstärkertechnik 
wichtigen Fragen nach der Stabilität linearer Systeme 
vom Standpunkt des elektrischen Nachrichtentech- 
nikers mit vielen Beispielen betrachtet. Die Schwach- 
stromtheorie wird als geläufig vorausgesetzt. Im ersten 
Teil des Buches wird zunächst die Stabilitätsbedingung 


'physikalisch-anschaulich gefaßt; anschließend wird 
sehr ausführlich gezeigt, wie sich die entscheidenden 


Wurzeln mit positiven Realteilen aus den auftretenden 
Prüfungsgleichungen bestimmen lassen. Verfasser be- 
dient sich dabei der einfachen Mittel der elektrischen 
Ortskurventheorie; wie im Vorwort betont, sollen da- 
mitin der Praxis eingebürgerte fehlerhafte Ausfassungen 
und Anwendungen der Ortskurvenkriterien beseitigt 
werden. Es wäre wünschenswert, an dieser . Stelle 
wenigstens kurz auch auf die algebraischen Unter- 
$uchungsmethoden einzugehen, damit der Praktiker, 
für den das Buch bestimmt ist, einmal alle Verfahrens- 
möglichkeiten nebeneinander sieht. Im zweiten Teil 
des Buches ist zur Sicherung von Prioritätsansprüchen 
an den Ortskurvenkriterien ein Aufsatz des Verfassers 
aus dem Jahre 1931 abgedruckt. Gegenüber dem ersten 
Teil kommt darin nur eine ausführliche — bei kompli- 
zierten Netzsystemen dringend nötwendige — An- 
leitung zur Aufstellung der Bestimmungsgleichungen 
eines aktiven Netzsystems hinzu. ' 


Dresden. N.J. Lehmann. 


Dr. S. Flügge (o. Prof. a. d. Universität Marburg), 
Theöretische Optik, die Entwicklung einer 
physikalischen Theorie. (Bücher der Mathematik 
und Naturwissenschaften, herausgeg. v. Dr. H. Poltz.) 
Notdruck, 124 S. m. 31 Abb. Wolfenbüttel und 
Hannover 1948, Wolfenbütteler Verlagsanstalt. Preis 
brosch. 8,— DM. 

Das kleine Werk, das als Lehrbuch der theoretischen 
Optik für Studenten gedacht ist, bringt eine Dar- 
stellung des Gebietes, die sich nach Ziel und Anlage 
von den Standardwerken‘ unserer Lehrbuchliteratur 
unterscheidet. _Der Verfasser hat die Absicht, am. 
Beispiel der Optik zu zeigen, wie eine physikalische 
Theorie entsteht, wie sie begrenzt ist, und wie sie 
schließlich einer besseren weichen muß. Dieses Ziel 
wird erreicht, indem die einzelnen Entwicklungsstufen 
der Theorie des Lichtes ganz ausführlich geschildert 
werden. Ausgangspunkt ist eine Gegenüberstellung der 
Gedankengänge von Newton und Huygens. Daran 
anschließend wird, der geschichtlichen Entwicklung 
entsprechend, eine Darstellung der Wellenlehre ge- 
geben. Dabei wird die Theorie der elastischen Ather- 
wellen, die elektromagnetische Lichttheorie (mit einigen 
etwas ausführlicher gehaltenen Anwendungen auf 
spazielle Probleme wie Beugung und Dispersion) und 
schließlich die Optik bewegter Körper gebracht. Das 
Schlußkapitel enthält die Lichtquantenhypothese. 

Es ist nicht verwunderlich, daß das kleine Buch 
manche, zum normalen Lehrprogramm gehörende 
Gegenstände nicht enthält (Kristall-Optik), oder nur 
in den Grundzügen streift (geometrische Optik). Der 
Student wird daher mit’ dem Buch allein nicht aus- 


Fritz. Emde. N 


x 


kommen. Dafür erhält er aber in ausgezeichneter, 
klarer Form einen Einblickin das Wachsen der Theorie, 


wie ihn sonst nur viel umfangreichere Werke ermög- 


großem Nutzen sein. 
„Dresden. «, 


und ihre numerische Behandlung. 


12 Tafeln. Leipzig 1945, Akademische Verlagsgesell- 


schaft. Preis geb. 22,— DM. Ra ABER? 

In Band 19 dieser Zeitschrift‘ hat‘ Verf. einen aus- 
führlichen Bericht über die genäherte Berechnung von 
‘Eigenwerten veröffentlicht. 
bringt nun eine lehrbuchmäßige Darstellung dieses Ge- 


bietes, diein der Hauptsache die volldefiniten Probleme 
berücksichtigt. Von den verschiedenen Wegen, dieman 
zur Behandlung dieser Fragen einschlagen kann, wird 


der über die Differentialgleichungen bevorzugt, weiler 
für gewöhnliche Differentialgleichungen der weittra- 
gendste ist. Für partielle Differentialgleichungen ist 


diese Methode allerdings noch wenig brauchbar. Es 
ommt daher auch als anderer Zugangsweg der über 
. die klassische Theorie der Integralgleichungen zur Be- 


handlung, wo die Existenz der Greenschen Funktion 
vorausgesetzt wird. Dieser Weg führt bis zu den Glei- 
chungen der sog. Eingliedklasse. Schließlich wird auch 
als dritter Weg der der Variationsrechnung dargestellt, 


der besonders zur Behandlung der Ritzschen und der 


damit verwandten Methoden brauchbar ist. 
Nach\einer umfangreichen Zusammenstellung ver- 
schiedenartiger Probleme, meist aus dem Gebiete der 
Mechanik, werden die mathematischen Hilfsmittel be- 
handelt und ein Abriß der mathematischen Theorie 
gegeben. In diesem Abschnitt werden zunächst die 
Minimaleigenschaften der Eigenwerte bewiesen, die 
dann die wesentliche Grundlage für diein den späteren 
Kapiteln behandelten Methoden zu ihrer genäherten 
numerischen Berechnung bilden. Hier wird auch ein 
sorgfältiger Beweis des Entwicklungssatzes gebracht, 
der bis einschließlich der Eingliedklasse gilt. Es schließt 
sich im. nächsten Kapitel das Verfahren der schritt- 
weisen Näherung an; in dem Mittelpunkt‘ dieses Ab- 
schnittes steht der Templesche Einschließungssatz. 
Aber auch andere Einschließungssätze werden behan- 
delt. Weiter werden dann die Minimaleigenschaften 


numerisch bei den Verfahren von Ritz, Galerkin, Gram- - 


mel usw. verwertet. Es folgen die Differenzenverfahren 
für gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen 
und schließlich einige andere Methoden wie die der 
Störungsrechnung usw. 

Das Buch zeichnet sich vor allem durch eine große 
Zahl von meist durchgerechneten Beispielen und Auf- 
gaben, in denen eine außerordentliche Arbeit steckt, 
aus. Auf Einzelheiten einzugehen, würde hier zu weit 
führen und erübrigt sich wohl auch, da, wie der Verlag 
mitteilt, in nächster Zeit eine Neuauflage des trefflichen 
Buches erscheinen soll. 


Dresden. Willers. 


Dr. phil.L. Föppl (o. Prof. a. d. Techn. Hochschule 
München), Drang und Zwang. Eine höhere 
Festigkeitslehre für Ingenieure. Band III: Def ebene 
Spannungszustand. 192 S. mit 82 Abb., München 1947. 
Leibniz-Verlag. Preis geb. 15,— DM. 

Den beiden vor etwa 20 Jahren erschienenen be- 
kannten Bänden von ‚‚Drang und Zwang‘ läßt jetzt 
L. Föppl einen dritten Band folgen, der etwa den 
halben Umfang hat wie jeder der beiden früheren 
Bände. Wie das Buch von Nadai ‚‚Elastische Platten“ 
oder das von Flügge, ‚‚Statik und Dynamik der Scha- 


lichen. Das Buch wird daher nicht nur den Studenten, Bi 
sondern auch den bereits im Berufsleben Stehenden von 


A. Reck nagel. Be 


Dr. Lothar Collatz, 0. Prof. an der Techn. 
Hochschule Hannover, Eigenwertprobleme 


era und ihre Anwendungen in Physik nd 
‚Technik, herausgegeben von E. Kamkeund A. Kratzer. 
' Reihe A, Band 19.) XIIIL + 3388. mit 104Abb.und 


Das vorliegende Buch _ RE 
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% len“, so will auch das vorliegende ein Teilgebiet der Wünschenswe hai 
F Elastizitätstheorie behandeln, nämlich die Scheibep- wie man im einze 


? r 
bleme, Es führt also Teile des vierten Abschnittes komm 
5 ‚den ersten Bandes weiter. Verf. hofft, daß die be- 
u? -  handelten Probleme für die Weiterentwicklung der 
Br. IR un die ihm besonders 
9 iegt, von Bedeutung sein können, 
B Über den Inhalt Aen Buches mögen die Überschriften 
f der neun Kapitel, von denen das dfitte und sechste 
\ besonders umfangreich sind, orientieren, I. Allgemeine 
e Grundlagen des ebenen Spannungszustandes. II. Die 
ke- "unendliche Halbebene der Keil bei stetiger Rand- 
> belastung. IV. Die Inversion ebener Spannungs- 
4 zustände. V. Die allseitig unendliche Ebene unter ' 
2 Belastung. VI. Der ebene Spannun ustand in 
ie ‚ krummlinigen Koordinaten. VII. Geschlössene und 
offene Ringe. VII. Spannungen durch Eigengewicht 
und durch Zentrifugalkräfte sowie Wärmespannungen, 
IX. Abweichungen von der Isotropie und vom Hooke- 
schen Gesetz. 
R Wie die beiden ersten Bände so zeichnet sich auch 
E dieser dritte durch seine breite und gut lesbare Dar- 
stellung aus, ferner dadurch, daß die einzelnen Bei- 
spiele auch wirklich bis zu Ende durchgeführt sind. 
‚Die Darstellung macht in ausgiebigem Maße von den 
Airyschen Spannungsfunktionen Gebrauch. Die zu 
einem Problem gehörende Funktion wird‘ meist un“ 
vermittelt an den Anfang der Betrachtungen gestellt. 


Die besprochenen und angezeigten Büch@®sind durch den Buchhandel zu beziehen. 
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NACHRICHTEN 


Rerlin: Am 9, Juni 1948 verstarb im 79. Lebens- 
jahre der bekannte Rachenmaschinenkonstrukteur 
Christel Hamann, Khrendoktor und Ehren- 
senator der Technischen Universität. Berlin. 


Stuttgart: Der o. Prof. für theoretische Physik 
Dr. Fuwes wurde von der Universität München zum 
Honorarprofessor ernannt. 


Hamburg: Dem o. Prof, an der Universität Mar- 
burg Dr. Max Priedrich Deuring wurde das durch den 
Tod von Prof. Dr. Hecke freigewordene Ordinariat 
für Mathematik an der Universität Hamburg über- 
tragen. 


Marburg: Der Dozent, Herr Dr. Herbert Grötzsch, 


wurde zum apl. Professor für Mathematik von der 
Universität Marburg ernannt. 3 j 
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